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Del metodo de' limiti • ^ 

» ' ■ 

107. 

IjFli antichi Geometri, allorché dalle figure rettilinee vollero 
passare alla misura delle figure curvilinee > non trovarono mi- 
glior compenso di quello di determinare due figure rettilinee, 
tra le quali la figura curvilinea fosse in modo compresa, che 
una di quelle fosse maggiore di questa, e l'altra minore. Ci6 
invero non era che un metodo di approssimazione ; ma se pote« 
vano continuare con una data legge la serie delle figure rettili- 
nee maggiori o minori della curvilinea, le quali fossero a que- 
sta sempre più prossime, e se finalmente giungevano ad ottene* 
re una differenza tra le une e Taltra, che fosse minore di qua** 
lunque quantità data, ne concludevano che la corrispondente 
figura rettilinea fosse alla curvilinea eguale • Ed allorché pote- 
vano ottenere la misura di tutta la serie delle figure rettilinee» 
e di quella finalmente, che differiva dalla curvilinea di una 
ig[uantità minore di qualunque data, avevano insieme la misura 
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della figura curvilinea. Se nel circolo s'iscrive e si circoscrive 
un poligono di un certo numero di lati, Tarea del cerchio sarà 
compresa tra l'area del poligono iscritto, e quella del circoscrit- 
to. Se il numero de' lati del poligono si accresce, la differenza 
dell'area del cerchio, e de' poligoni diventerà sempre minore; e 
se si potesse nella serie di questi poligoni trovar la misura di 
quello, che si accosta fil circolo in modo, chie la differenza sia 
minore di qualunque data, si avrebbe la quadratura del cer- 
chio . Questa è la via , che ha tenuta il primo Archimede per mi- 
surare il cerchio; ma sfortunatamente né egli, né gli altri geo- 
metri, che son venuti dopo di lui, hanno potuto giungervi, ed 
hanno dovuto contentarsi di un'approssimazione più o menp 
grande. Con piti felice successo valendosi Archimede di un di* 
scorso appoggiato ai medesimi principj giunse a misurare esat- 
tamente l'area della parabola. Questo metodo è quello che si 
chiama il metodo de* limiti : i principj , che qui brevemente ne 
esporremo, sono il fondamento del Calcolo differenziale ^ come 
tra poco vedremo . 
. Si dice /fm^6 di una grandezza quella quantità, a cui nel 

4u cmKhi'^ crescere o diminuire la data grandezza va accostandosi in modo, 
• / . J che la differenza tra l'una e l'altr^ia miqpre^i^qjaalun(me da- 

^Jv«m.>«<c«m4^« ^g^^ senza però divenirgli mai egualerTJÒsì il circolo é il-limTte 

3e' poligoni iscritti e circoscritti ad esso, perchè crescendo il nu- 
mero desiati questi poligoni vanno sempre più accostandosi al 
cerchio, ma non giungono mai ed eguagliarlo esattamente. Al- 
lorché noi diciamo , che i è la somma della serie 

— j. — |«---4.--s-4.-_-4.ec. continuata all'infinito, ciò significa 

21 4 ' 8 IO Diì ^ 

che, quanti più termini prenderemo da questa serie , tanto più 
ci accosteremo all'unità, senza però mai giungervi; e perciò 
l'unità è il limite di quella serie continuata all'infinito. Alcu- 
ne volte le quantità , che crescono o diminuiscono, non sono 
ristrette tra certi confini, ma vanno crescendo all'infinito, o di- 
minuiscono fino al zero, senza però mai diventare né infinite 
né zero, come sarebbero per esempio l'asintoto dell' iperbola, e 
r applicata all' asintoto . Quindi T idea , che propriamente ci 
possiamo fare del zero o dell'infinito, è quella di un limite, al 
quale vanno accostandosi' le quantità decrescenti o crescentii 
genza mai giungervi « 
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Se le due quantità A^ B son limiti della medesima quan- 
tità X, sarà A=:B\ poiché se tra. A e B vi fosse qualche diffe- 
renza, la quantità X non potrebbe accostarsi ad A o sl B più. 
da vicino di questa differenza , lo che è contro la nozione de'ii- 
xniti. 

Per- darne un esempio, nel cefchio (Pig. i) del raggio 
ACzna sia iscritto un poligono regolare di n lati, uno de'quali 
sia ABrzx ^ e condotta su di esso dal centro U perpendicolare 
CP, che incontri il cerchio in M, sìa Af jPrry / L' area del trian- 

golo ACB è =r— (a— y), e Tarea intera del polìgono iscritto sa- 

rà =1 — ^(a^— ^j). Quanto più diminuisce y, cioè quanto più ere- 
sce il numero desiati del poligono, tanto più quella quantità 



nx 



— (a 2 — ay) si accosta ad essere eguale ad a^p y se s'indica per/? 

il rapporto della periferia al diametro; e perciò la seconda quan- 
tità è limite della prima. Ma l'area del cerchio è anch' essa limi- 
te di quella de' poligoni iscritti; dunque l'area del cerchio è 
rra^/?, cioè è eguale ad un triangolo rettangolo, che abbia la 
periferia per base , e per altezza il raggio del circolo . 

Dalla definizione del limite segue ancora, che se due quan- 
tità X tà. Y nel loro crescere o diminuire conservano sempre la 
medesima ragione di m:n, questa sarà pure la ragione de' loro 

. A . X 

limiti A e B» Infatti jr sarà il limite della ragione y: , che è 

costantemente zz— , e ciò non sarebbe più vero, se fosse asse- 

n r ' 

gnabile la differenza tra -^ ed — , cioè tra la quantità, ed il di 

lei limite. 

Sia descritto sul diametro AB':r.±a (Pig. a) il semicerchio 
AMB^ e sull'asse AB l'ellisse ANB^ di cui l'altro asse sia 
z:z:tJ? . Sia iscritto nel cerchio un poligono, del quale un Iato sia 
MM' , e dai punti Af , ed M' tirate le perpendicolari MP, M'P^ 
sul diametro , che incontrano l'ellisse ne' punti iV ed iV, sia la 
retta NN un lato di un corrispondente poligono iscritto nella 
ellisse. Ora perle proprietà del cerchio e dell'ellisse abbiamo 
ilfP:iVP2:M'F:iV'P'=a:i; quindi sarà 
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MP^M'P^] ^„^, NP-^N'P' 



XPP' : xPP'^(i'h cioè il trapezio MPFM' 

al trapezio NPP'JNT nel rapporto di a:by e nel medesimo rap- 
• porto saranno le somme de'respetfivi trapezj nel cerchio e nella 
ejpii^pa • Pertanto qualunque poligono iscritto nel cerchio sta al 
' fcoi^rispondente p9l^ono iscritto nell' ellisse > come il diametro 
-del cerchio all'alti'' asse dell'ellisse; e siccome il cerchio e l'el- 
lisse sono i limiti di questi poligoni, starà l'area del cerchio a 
quella dell'ellisse nel medesimo rapporto de' due assi. 

CAPITOLO IL . 

Delle differenze finite . 

9 

m 

xo8. 

Oia y una funzione qualunque di j;^ la quale diventi y\ se 
invece di x vi sì pone Xr^-^ , la quantità y-*-j è ciò, che si chia- 
sma differenza finita di y . Questa differenza sì suol denotare col 
j'segao A posto avanti alla variabile y^ in modo che Ay è =:y— ^: 
cosi pure Axzzia rappresenta la quantità , di cui si accresce la 
variabile .7. Se Ax è una quantità costante, le differenze, che 
ne nasccAO , si dicono costanti ; ma se Ax è una funzione di ^ ^ 
le differenze si chiamano variabili . Si osservi per riguardo alla 

M esima 

caratteristica A , che Ax significa la potenza n. di A^, per- 
chè per denotare la differenza di x hanno convenuto ì Geome* 

* tri di scrìvere così , A.x . ♦ 

Per trovare adunque la differenza finita di qualunque fun- 
zione si ponga in essa x-^Ax in luogo di x, dalla quantità che 
ne resulta si sottragga la funzione proposta , ed il residuo sarà 

la differenza cercata. Sìa per. esempio j=^, y e ponendo x-^Ax 
in luogo di X avremo 

y={x^Axf=x'^^x'^^Ax^^^^^x'^'^^A^^ e quindi 

Ay=y-y=/*ar'*-' Ax^!ìi2=:lla/^^ A^«-+.ec. 

Sia yzza^x^hcx • , sarà y'=:a-i-Ar-4-ftAa:H-ca?*-*-aca:Aa:-«-cAa?* , 

e Ayr:(i-4-ac:r)Aa7-+-cAa?* . 
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Sia v= , sarà yzz ;r— , e A'ytz:- r: r— r, t 

,, x>.r • • • ^ ^^ aùix^ abkX^ 
svolta questa trazione m sene Atcz- • — i-- ; ec. 

^ *^ (tì-HJ^)a (a-+-a:)» (tf-f-:r)* , ' 

Se yr:z\/x^ avremo y=|/'(a7-HAa7), onde Ajcq/(a:-hAa?)..^j/'iri, 

e svolgendo in serie il radicale [/(x-^Ax) , "; * -.ck- > 

y. Aj? Aa^a Aar« • ' • 

Ay— ' I , — ec. 

a\/x òx\/x i6x^\/x 

Se yzzlog.a? (parlando di logaritmi intendo sempre i loga- 
ritmi iperbolici) , sarà y=:log.(:r-4-Aa7), e Aj=:log.(:r-f-A:r)— log.a; 
, / ^ Ùlx\ Ax Aa?3 Ax^ Ax^ 

^V x) X HX^ ÒX^ /{X'^ 

X . . , x-k^Ax . X / A^ V . , 

iViyrza ; avremo y'zza , e Ayzza (a — i), cioè \ 

Ayzzia Aarlog.an -; — 2 h ^ — & ,.ec. 

Se jr:sen.a?, sarà y=sen.(:r-4-Ax), e Ajr=sen.(a7-4-Aj7)— sen.^ 
=:8en.a7Xco8.Aa7-+-cos.arX8^n.Aa?— sen.o: . Ma 

. . Aa?» Axf> . A^a A.r* . 

sen.^a;=^ia?— — t-h — o-r-c — ce, /cos.Aarzzi h rr-? — ec: 

a. 3 a.3.4,5 ' a a. 3.4 *-'« 

dunque Asen.a7=A^cos.^ sen.a?- ^cos.a:-4- ., , sen.jr-^-ec. 

a a . -- a.D.4 

In simil guisa si troverà 

A _L A Ar* Aar* " Ar* 

Aco8.a7=±— Aa^sen.or cos.arn r-sen.arn r— cos.a:— ec. 

a a . d a.3.4 

Il metodo è Tistesso per le funzioni di più variabili. Sia 
infatti z funzione delle variabili a;, j, ec; ponendo in essa^ 
'a>4-Aa7, y-4-Ay , ec in luogo di x, y, ec avremo un'altra fun- 
zione 2', e a'— a? sarà la differenza cercata di z. Così, se per 
esempio zzra-Hij-j-c^r-Hearj , avremo 
%^'=:za-\-by^Ay~^cx-k^Ax~k-exy-k-exAy^eyAx'¥'eAxAy , e 
AzzzJfAy-^cAx'^exAy-^-eyAx'heAxAy . 

Siccome l|i funzitfite 2 accresciuta della sua differenza di- • 
venta 2', così ponghiamo che aggiunta a z' la propria differenza 
ne nasca un'altra funzione «", e da questa nella medesima ma- 
niera una terza a'"., e così in seguito. Avremo adunque 
z'-^z'zuAz^ z^'—z'^^zAz'^ ec. : ora se cerchiamo la differenza 
della quantità Az , è chiaro che essa sarà 
A(^'— z)=A2'— Az=z"-.aa'.F2 . La differenza della quantità Az sX 
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chiama differenza seconda della variabile :;, e si suol denotare 
^ col segno A^jz; onde sarà A^zzz^' — Az, e così pure 

* Aaz'ziAz"— Az' , A^z"=A z'"— Az" , ec. Similmente 

Aar'— A2z=A®(2'— z)=zAaAz; e questa seconda differenza della 
prima differenza Az si chiama differenza, terza della variabile z^ 
e s'indica col segno A'z. Nella medesima guisa si troveraniso 
le differenze degli ordini superiori, che s'indicheranno successi- 
vamente con i segni A^z, A^z , ec. 

Sia z una funzione di or, y, ec, e si abbia la sua differen- 
za finita; questa conterrà le variabili x, y, ec, e le loro diffe- 
renze Ax , Ay, ec Ora per aver la differenza seconda di z pon- 
ghìamo nella prima x-^Ax in luogo di x, y-^^y in luogo di y, 
ec, Ax-^A^x in luogo di Ax, AyH-A*y in luogo di Ay, ec; 
avremo un'altra quantità, dalla quale sottratta la prima, ìì re- 
siduo sarà la differenza seconda cercata: e l'istesso metodo si 
userà per ottenere le differenze superiori . Sia per esempio 
zìiaar^-Hi; avremo in primo luogo ' Azziz^ax Ax^mAx ^ : adesso 
sostituendo x-k-Ax ad a?, e Aar-t-A^j; a Ax otterremo 

Az^zz!iaxAx'¥''iaAx^-¥'^axA^x^/^aAxA^X'^^A^x^ ? e quindi 

A 3 z=Az'*-Azzi:ao Aar * -^naxA » x-k-é^ Aar A » or-na A ^x^ , 

Le 'differenze di qualunque ordine della quantità z si pos- 
sono tutte esprimere per mezzo delle funzioni 5J, z', z'', ec In- 
fatti 

Azzrz' — z , 

A=*zz=Az — Az=z"— az'n-z , 

A s zzizA 2 z'^A a z=z'"— 3z''^3z'— K , 

red'in generale 

ove il segno -f- ha luogo se w è pari, ed il segno — se n è dìspa- 
ri . Viceversa ie funzioni z\ «", z'", ec si possono esprimere per 
le differenze di z. Poiché 

z'ztz-hAz 

z "zrz'-4-Az'irz-4-2 Az-4-Aaz 
2 '"=z"-hAz"=:zh-3Az-h3 Apzh-A »z , 
e generalmente 

z^ ^=:z-4.7iAzH — i lAaz-H -^ ~ iA»z -f-A z . 

A Sì. ,6 
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Data una funzione 2 facilmente potrà sempre trovarsi la (U 
lei differenza ; ma oltremodo difficile è il problema inverso , in 
cui data la differenza si cerca la funzione z. La quantità z in 
questo caso si chiama somma o integrale finito f e si denota col 
segno S posto avanti la Cfuantità, in modo che se yzzàz^ vice- 
versa è zrzSj. Qui però deve osservarsi, che tanto la funzione 
Zf quanto la medesima funs^ane accresciuta di una quantità co- 
stante ci dà la medesima cSfferenza: dunque acciò la somma ^ 
della quantità y sia completa^ conviene aggiungervi una quan- ^' ^ 
tità costante, che può essere svanita nel prendere la differenza. ù''''^^ 
Non si possono dar regole generali per trovar la somma di una, 
data quantità, e per riescirvi in qualche modo conviene osser- 
var la maniera , con cui si formano le differenze delle diverse %• 
funzioni. Quindi non ci è permesso che di dare alcuni esempj, 
ne' quali se per brevità tralasciamo la costante, questa s'inten- 
da dovervi essere sempre aggiunta . 

È chiaro in generale, che qualunque sia la funzione js, la 
somma di oAsj, ove a è costante, è =az. 

Abbiamo veduto che A.a? =^07 A^h a; . Ax^-^ec. 

"^ I 

dunque sarà ^\nx Ajc-h- 1— -^a: Axa-f-ec. yzix . Quin- 

di se yzz{b'^2CX'^Sex^)à.X'¥'{cH-^x)Ajg'^-^eAx* , avremo 
S3c=iSA:r-HcS(aa7A^-i-Aar»).4^S(3d?a A^-».3arAj?»-^:A:r ») . 

_ 1 Ax , 

Siccome A =— / 77 >r-T» sarà viceversa 

AH-^ (a-t-x)(a-Har-i-Ax) 

Ax I 



{a-*-of)(^-Ha?-i-Ajf) «-KT 

Così essendo Alog.orrrlog.f i-+« KsaràUlog.f i-*- — j=:log.a;, 

e similmente, poiché A/J =:a (« — i),sara2a (a — i)=a . 

Queste integrazioni hanno luogo qualunque sia la differen- 
za di x^ o costante o variabile: passiamo adesso a considerare il 
caso più comune, cioè quello ili cui la differenza si suppone co- 
stante, ed eguale ad a. Sarà dunque in questa ipotesi ^cf/szx^ e 

Tom. IL a 



X 



a 
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Si:=:— ; avremo ancora 2l(a<»a7-Ha3)z=x*, cioè aa21x-4-a*Si=u:* , 

e Sa:=— — — . Così pure S(3ax«-f.3a2ar-+-aM=a?» , cioè 

fft% sr^ ctx 

3aS.a:^-H3aa2;j>H»»Sr=ra?» , e quindi S.a?»=:s 1— ^. Nel- 



X* 3a« . »« *• 



la stessa maniera «ara S.rr»=r--— — S.j:«— a^Sj?— -r-Si , ove se 

4» A 4 

invece di 2.jr* , S^r, Si si sostituiscono i valori ritrovati, ne rie- 

scirà S.a:»i= r—— h— r- . Ponghiamo in generale 

4» a 4 • 

S.jc =-4x -^Bx -^Cx -^JJx -f-ec. , 
ed avremo prendendo la differenza 

jc =^/^^-l W^-4-^^ ^^^ *^'-H^lJ^ L± la^x -neo. 

-f Bnax -k- jB-5 ^«"ar -hcc. 

-4- C(n— i)»a7 -neo. 

Quindi sarà Azz — - — , e gli altri coefficienti si determi- 
liberanno ^ come segue: 

^= 1 — —""7 

^(yi-4-i)» Bn 

a. 5 .4 a. 3 a 

ec. 
04ide se la difFerenza proposta sarà una funzione razionale in- 
tera di ^, la somma per mezzo di queste formule potrà sempre 
ottenersi. Si debba per ^^mpio trovar la somma della quantità 

ax^-^x^-^cx-k^: sarà 2.. ao;» ri — ^h — -^ j 

2^<pa— - I — 7-. ^'Coczz. ,S«= — , onde 

•^^ ""3aà6' a» a a 

Se la funzione proposta sarà il prodotto di, più fattori, i 
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quali siano in progressione aritmetica, e vadano crescendo del- 
la differenza finita del primo termine, la somma potrà trovam 
in un modo più. spedito. Sia infatti 
j=:(/?za:-Ha)jJwa:-f-a-HT72a)(mir-i-a-»-ama) .... (m x-^a -^nma) ; sarà 

Ayzz(mX'^à-^m(X')(mX"^a'¥'2tma) . • . . (/na;-Ha-H7i-+-i.ma) .. 
— (m;r-i-a)(/war-f-a-i-w2a) .... (warn-a-i-nma), cioè 
Aj=:(/72x-*^-f-7»a) .... (wa7-4-a-f-7i7»a)(/wa;-i-a-H«-i-i./na--OTf--a) 
c=:(«^i)/wa(/yza7.+-a-^/|p) .... (w^-f-a-f^w») . Dunque 
2(/7ia7-Hfl-i-/wa)(war-4-a-f-2wa) .... (i7i:r-*^-WJm») 
_ {m7^a)(mx^a^ma) . ». . (^i x-^/»-^/»ma) ^ ^j^ . ^^^^ j^ somma 

(/i-f-i)ma 
eguale alla differenza accresciuta del fattore , che precede il pri- 
mo della differenza, e divisa pel numero dei termini della som- 
ma moltiplicato per ma . Così sarà 

2a7(a7-M»)(x-Haa)(a7-Hoa;=:— — ^^^^ • 

In simil guisa si troveranno le spmme delle frazioni, che 
hanno il denominatore in progressione aritmetica, con^e sopra. 

Sia <y— -■ ' ■ ■ ■ ' »■ ■ ■ . t sarà 

Ay:z: — ■ 

(wx-i-a-f.ma)(m:r-f-fl-i-:iwa) .... (marH-aH-zi-Hi .ma)- 



I 



Imx-^aUmx'^a-k'ma) .... {mx-t-a-^nm») 

= ^ X ( • — • ^) 

{77W7-Ha)(?7w^-t-fl-HmaJ . . . . (ww-Hà-f-«-4-i.7na) 

S 1 ■■ ■ 

.(7«x-i-«)(wtr*f-a**-ma) • ...(ww-f-fl"!-/?-!-!.!»») . 

>^- ... Cloe sarà 

• {fh^ì )ma ' (TOa?-Ha)(ffMr-f-fl-^-wa) .... {mx-^a-^mna) 

1a somma eguale a meno la differenza diminuita nel denomina- 
tore dell'ultimo fattore , e divisa pel suo numero di fattori mol- 
tiplicato per /»«• Cosi per esempio 

a a 1 ' 

2 I zz— — ^ • » Il , 

x(j7-iH»)(jc-Haa)(j:^H3a) 3a x{x-i-a)(X'^2a) 

Nella medesima ipotesi della differenza finita costante pò- 



i 
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tra sempre ottenersi la somma della quantità a^.X ^ ove sia X 
una funzione intera di x, cioè della forma &-f-c:r-f-ex^H-ec. Si 

ponga infatti questa somma zsa (</4-HJ9x-^j:"-i-ec.), e presa la 



differenza si avrà ^ 

cioè 

a^(J{a -'i)-i-J?(a -i)a7-#-C(a -i)xa-f-ec^)t=a^(A-4-cx-*-CJ:»-«-cc.) 

{^Baa -^sCaa a:-f-ec. "^ ) 

(->-Ca*.a -nec- ) 

(-•-ec, ) 

e dal paragone de* termini si ricaveranno i valori di u^, jB, C,ec. 

Si debba per esempio sommare la quantità a (&-4-car) ; vivremo 

.A{a — i)-i-jBa.a zzi, JB(b — i)r=c, e quindi J5=:— — , 

a —I 

^=1*=£2)±Z± , € perciò Sa*(i-M;^)==a*(fc2h!z:*^_£f_y 
a — j}« ^ (« — 1)« a —I 



no. 



Passiamo adesso a veder Fuso disila dottrina esposta nella 
teoria 4lelle serie . Sia y una funzione di x; se* in essa in luogo 
di xsi pone successivamente i, 2^ 3, ^, ec,^ in modo che ne 
nascano le quantità 

I a 3 4 ^^' ^ ^9 

a a; a!' ci'' a'"" oT . ^. . . . j, 

queste quantità si dice che formano una serie, della quale il 
termine generale è y\ I numeri i ^ a,' 3*, ec. posti sopra i termi- 
ni si chiamano ìndici Ìl^\ medesimi, ed esprimono qual valore 
abbia avuto la x , perchè la y si mutasse nel termine sottoposto . 
Due questioni si sogliono principalmente proporre riguardo alle 
serie : la prima è di trovare il termine generale qua*ndo è inco- 
gnito, la seconda, dato il termine generale, di trovar la somma 
de' termini della serie. • . . 
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Sia data la serie 

a^ a 9 a , a , ar*"^ or y 



b, b\ V\ W\ V"" . . 

* y e y e ^ i 

d, d\ d" 

■ 9 

f 



C y C • • « « 



ec. 
« sotto di essa si pongano le differenze dell* uno all'altro de^suoi 
termini, cioè i, i', J", ec , e sotto ancora le differenze e, e', eo, 
de' termini di questa seconda serie i, fe' , i", ce, e cosà in seguii- 
to ; avremo 

a' z=a-»-A, i'=:i-i-c, c'inc-t-rf, rf'=rf-4-e, ec. - 

a"=a'-HÌ'=aH-ai-4-c, è"=:èH-ac-w/ , c"r=CH-2flf-He , ec. 

o'"=::a"-f^"=«H.3i>H-3c-w/ , *'"=fe^3c-4-3<^H-e , ec. 

a"'=a"'-+-y "=/x^4A^6c-f-4rf-4H5 , ec, 

ec. 
Quindi si vede chiaramente che sarà 

yr::a-*-(ar— i)i-f.^ i^ ^ch-^ ^^ ^ d-h-en. , 

onde se la serie sarà tale, che alcune delle sue differenze, per 
-esemploy, Z', ec. siano r=o, nel qual caso le differenze prece- 
denti e, c',ec. saranno costanti, si potrà sempre con questo 
mezzo ottenere il termine generale della serie proposta . Sia da- 
ta per esempio la serie 

I, 3, 7, i3, ai, 3i,.43, ec, 
della. quale si cerchi il termine generale. Le seri^ delle differen- 
ze saranno 

a, 4> 6, 8, IO, la, ec. 
a, a, a, ec. 
o, o, ec 
Avremo dunque azzi , bzz2, , ciza, diro ; onde 
y=:i-f-a(^— i)-f.(a7— i)(a>— a)m— x-Ha?* . 

Delle medesime serie, le quali conducono a differenze co- 
stanti, si pu^ facilmente ottener la somma, che noi chiamere- 
mo 5. Infatti è chiaro essere 

a-^a^zz2a^b' ^ 

a-4-a'-f-tì"zr:3^i-i-SÌH-c 

ec. 
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Onde in generale a-wi'-M»"-Ha'" ^^yzziS 

x{x — i), xix — t)(j7— .a) -n j- 

zzxa^^ ■ £>H — • ^t ^ c-4- ec. Freodiamo per esempio 

quella serie, di cui abbiamo sopra trovatoli termine generale, 
ov' era azzi , bzz% , cz=a , dz:io , ed avremo 

o «5 

Ma per avere un resultato più generale si osservi , che es- 
sendo S-izza ' i a^-^a!^ . . . . -+-j, sarà 5 — y la somma della medesi- 
ma serie diminuita del suo ultimo termine y . Dunque allorché 
^ diventa or— i , 5 si cangia in *S— j, ed in conseguenza y è la 
differenza finita di S — y, essendo i la differenza finita di or, cioè 
A(5— y)rz:j, e quindi 5n2j-Hj-f-C. La somma Sj si deve pren- 
dere nella ipotesi di Aarzzi , e la costante C si deve determinare 
in modo, che ne risulti Szzz al primo termine della serie, quan- 
do ^m, o pure Szzo f quando arzzo. Per darne un esempio , 

prendiamo a sommare la serie 3a, 5a«, ^a» , (i-4-2a7)a^. 

Sarà dunque 



x-^i / ax fl— 3 \ x^ « j 

n:a ( h; T^J-^"C. Facendo oczno avremo 

Va— 1 (rt— i)a/ 
7 rf-i-Czro, cioè Czr— 7-i r-, e quindi 

(u — i)a ' (a — |)a' ^ 

e ar-f-i a^ / or-f-i \ (a— -3} 

a — I \ /(a— ij* 

Si debba per un altro esempio sommar la serie, che ha per 

j • 1 I tiiO»*L. ••••71 *>i^« 

termine generale—; r-, p- ; :» cioè la Sene i, 

^ x(ar-4-i)(x-4-a) • . • . (:r-*-w— ij 

^ ^'^ T.a.3 Aur- X ^ j« 

, ec. Abbiamo trovato di 



n-Hi * («H-i)(«-+-a) ' (7i-4-i)(/i-»-a){«-4-iJ) 

sopra, che posta a=i, è 

^ ?*^*^ . • • . n T.a.3 .... (/i— a)» 



:r(^-f-i)(:rH*a) . . .• . (:r-4-/i— i) :r(x-i«i)(j;-Ha) .... (a:-f-/i— A) ' 

do i-a.3....(n— a)« i.a.3-...(/i— i)» ^ 

unque o=z— — r— ^^ ^^ 1 1 i — - -f-C 

a:(jj=»-i)....(:r-i-/i — a) :r(j7-f-i).»..(ar-i-«— i) 

= — ; ; ^i ' — :X{i t-WC 
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—.7 r- r ^—, — ■ r . Faceodo arzro abbiamo 

(x-4-l)(XH-2) .... (X-I-/2 1) 

-SrrorzC— , cioè C=: ; onde finalmeniie 

o w i.fl.3 .... (/?— a)n « . • /• •• 

^^i . j L- -, Se 81 stippone x iiìhnita, 

n~ I (a7-t-r)(a:-+-a) .... (:r-i-/z-— i) ^* 

svanirà il secondo termine del valore di 5, ed il primo esprime-^ 

rà la somma della serie continuata all'infinito . 

CAPITOLO III. 

Del Calcolo Differenziale in generale ^ e della differenziazione 

delle funzioni di un^i sola variabile . 

III. 

jLjLbbiamò veduto che la differenza finita di qualunque funzio- 
ne y della variabile x ha sempre questa forma 

Ayzzv^Ax-f-BAara-HCA^'-*- ec. , 
ove Ay By C 9 ec sono funzioni di or, le quali abbiamo sopra 
insegnato a trovare: quindi sarà 

7^=>4-4-J5Aa7-HCAx*-*- ec. 

Ax T . 

Ora è chiaro, che diminuendo continuamente il valore di A:i;, 

Ay 
quello di -r^ va sempre accostandosi ad A , senza mai giunger- 
vi: dunque A è il limite al quale va sempre approssimandosi il 

•valore di r^. Se per denotar questo limite ci serviamo del se- 

dv . 
gno ^ sostituendo la caratteristica d all'altra A, ed usando la 

medesima maniera di scrivere, avremo -y-znA. La ricerca di 

dx 

questo limite è l'oggetto del Calcolo Differenziale ^ i terqpiini 
dx^ d'y della frazion^e -j- si chiamano differenziali , 'O differenze 
irtfinìtamente pìccole del prim' cardine, differenziare significa tre- 
vare il valore della frazione -j^ , cioè quella quantità A tale , 

« UiX 

che ^=^. 

dx 



■*- 



» * 
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Quindi è evidente, -che per differenziare una funzione qua- 
lunque y della variabile x, non si ha da fare altro che cercarne 
la differenza finita, nella quale trascurate tutte le potenze su* 
periori di Ax, quello che rimane ci darà il differenziale cercato, 
se alla caratteristica A sostituiremo l'altra d. Sarà pertanto fa- 
ctiìssimó il differenziare qualunque funzione, come lo mostrano 
i molti esempj seguenti.. 

La differenza finita del logaritmo di x ha la forma (io8) 

., A^ Aa;3 Ax' . j. .^log.x I . ^ 

Aloff-r=: r-*--^r— r— ce,; qumdi sarà yr^ — =— , cioè 

^ X ax* ox» ^ ' dx X 

rf.log.a?=: — .Oiìdeseyzzx , prendendo i logaritmi avremo 



\og,yzzm\og»x , e differenziando — 1= , cioè 

dy:=id.x^z=unx "" dx. Se avremo j= — zzlx'^ , facendo 



n 
7w=r— 71 otterremo dy^zd, — = : e quindi 

x X 

j I Jx , I ^àx I %dx Q 

*'-T=-??' ''•^-"TT' ^'T^—l^^ ««• ®« «« 

- ' 

ynl X x^znx^^ , facendo /»z:ì— troveremo essère 

fl?'. 1/ x^zz^x ^ dx=^dx{\/^ x^"^ ; e se/? è negativa avre* 
mo d ---Ir =r— ^ . 7 . Cosi per esempio 

d.xi/x= IdM/x , d.x'l/x=:Lxda!l/x, ^ -J- — - '^^ 

a;^/a? a« «j/* >^ " 3| /« ^ "^axy «, 
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, r ^ dx ,1 ù.dx 



I / X ^^\/ ^ V/ ^* ^^\/ ^" 

^1/ su ^xH/^x .xì/ x^ Sx^ì/ x^ 

V 

Se yzzop-t-èy-Hcr-f-ec. , ove a, i, e, ec. sono quantità co- 
stantì , e p, q, r^ ec. finzioni di x , sarà dy^zadp'^Jfdq-^alr'^ec, : 
onde se sapreiuo differenziare le funzioni/?, g, r,ec., avremo in- 
sieme il valore di dy. Sia per esempio y:::a-i-éar-+-c^*H-«j?' -4^*., 
sarà dyTizbdx'^-SLCxdx'^iex^dX'-^^x^dx. Sia 

jczaj/^r— — I- -f-cl/ a?^ / , ed avremo 

, adx ^Jfdx cdx _^ ^edx' _^ 4/^^ 



ìM/o; X» f^ay/x 3^^ Sa^^I^ar 



Se p è una funzione di a? , della qufile si sappia il differen- 
ziale» si avrà ancora quello dip , che sarà eguale ad np "" dp. 
Se per esemplo ji=:(a-Ha:) , sarà dyiz:n{a-^x) "" rf^; 



se yrr — ^ — ^=(a«-f-a?*) , sarà dy^i^^ ; se 

. •/ 7 a «\ ^ j — . hdx'k'fi^cxdx^k'iex^dx 

a-zri/(a-f-^a;-HCX 2-4-647*), sarà ay=- — r ^ ; se 

3 / T 8 — T 

5/ (a*— a?*) »:=:(«♦— ar^) , sarà rfj=>- jx»rf:r(a^— :r*) ■ 

facciamo =2?, =^, ed avremo 

^/(i— a?^)^^ a7-i-l/(a>— 07») : 






ma 



To/w. //. S 






4» 



^ 
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2. xdx 



dunque sostituendo questi valori avremo 

%xdx • 3rfj7[j:-^l/(fl^^^37'>)] 

^|/ V"^|/(i,^a7»)""a:-Hi/(a^— x»)/ 
Se/? e ysono due funzioni di j;, le quali st sappiano diffe- 
renziare, si potrà ancora differenziare la quantità j=/?^ . Infatti 
prendendo i logaritmi avremo log.j=;log.jK?-f.log.y , e differen- 
ziando —=-^h — 2^, cioè dyzzqdp^pdq. Nella stessa maniera^ 

si troverà d.pqrzzLpqdr-^prdq-^rdp^^ 
dpqrsrzzpqrds-^pqsdr^^^prsdq-^^rsdp . Sia per esempio 

r^xf/la^'-x^) , avremo dynzdxt/^a^-^x^)^^ =iL_ i--; 

sia j=ii7(aa-».ara)|/(a2— a?^), sarà É?;>c=fl?^(a^-i-a?a)|/(a«— a?*) 

Siano /? e f come sopra , ed j=— ; avremo prendendo i lo- 

g^ritmi log.y=:log./>— log.^r , e differenziando -^=-j ^, cioè 

rfjrz^— ^— 2z=2-^IIlL-f . Sia per esempio y:::— ; 5-, avremo 

avremo gy=:— ■ 3—7 —■ *• — 3 ■ 

—icdx %xdx 
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"i infatti 



a\6 



(/ (i-o:») . . ■ . , ! 

Passiamo a cercare i differenziali delle funzioni trascexlden-J 

dx 
ti; e siccome abbiamo già veduto essere rf.log,a;r= — , avremo 

é.ìo^.x 1= — log.a?^ d.ìog,x rr — log.a? , ed in generale 



n ndxz /j— I 



dAog.x zz log.o? , Sia adesso yzrlog.log.o?; facendo 

Iog.d7==27 avremo rfyn-^rs-T — — • ^ ^^^^ pure troveremo 
^ ^* ^ p .rlog.x * 

rf.log.Iog.log.a?=: 



^ a?loff.a?Xlog*lpg-^ 

Per avere i dinereoziali delle quantità esponenziali sìa 

3^=^ ^ 9 essendo j9 e ^ funzioni di Xyè prendendo i logaHtmi 
avremo yÌog./7=log.y, e quindi differenziando —=:u:/jlog./?-+-5L£^ 

cioè dfni,p^ :rp^ dqìog.p-^^p^ ^dp, 8e p ò una quantità co- 
stante zza, sarà dp:zzOy e d,à^Z3ar dqìog,a ; e se per e indichia- 
mo quel numero che ha per logaritmo iperbolico Tunità, avre- 
mo d.e^'szSdq* Si potranno quindi facilmente differenziare an- 

che le formule esponenziali più complicate. Infatti, se^yrrd , 

X 

facendo e zzp^^x^vao d.e^zze^dpzze .e dxy e cosà pure. 

JO X 

* e e X r 

d.e =« .e .e dx . Sia ynzjfl , ove/> , y , ed r sono fuo- 

zioni di x\ facendo q zzz avremo dyzzp dzlo^p-^-zp dp ; ma 

dzzzq drlog^q-^rq "" dq^ dunque 

rf./=y y''./(rfrlog.;»Xlog.y-H*5:2+^) . 
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Le differenziali delle funzioni trascendenti nate dal cer- 
chio si troveranno nel modo seguente . Abbiamo (ig8) 

i2^8en.a;^Aj;cos.a: sén.o:— — T-cos.ar-4-ec. 

dunque d.sen.ar^jdxcos.x ^ e nella medesima maniera si troverà 

I d»cos,xz:z — fl^jTsen.o;, Le altre funzioni di cerchio si esprimono 

tutte per mezzo de' seni e de' coseni , dunque di tutte potrà aver-* 

si il differenziale. Infatti «f.tang.^rrcf- ' 



COS. J? 



- dxsen.x ■ dx , ,c08J7 , dxco%.x dx 

a a ' < a 



cos.x cos.o: sen.x «enar sen-x 

, , r dx%enx , ^ ^. 

d.&ec.xziza zz- — axtang.orXsec.ar . 



^^^••^ C08.Z: 



Restano quelle funzioni di cerchio , che sono le inverse del- 
le precedenti, cioè gli archi, de' quali sono dati i seni, i cose- 
ni, ec. Sia pertanto y=:Arc.sen.a?:sarà J7:=8en.y, e djrzzdycos.y, 

dx 
cioè rf.Arc.8en.a;=:— -, . Siay=Arc.co8.;c=:Arc.8en.i/(i -a?«), 

y(i^x^) 
e sarà rf.Arc.co8.ir2=,-l--LlI^-i=— — . Sia 

X • X 

'y^Arc.tang.a:=:Arc.sen..-.7- -, e siccome d.—- ^ 

^ 1/(1-1-07») [/(r-*.a?«) 

dx . // x^ \ I 
s: — - , e 1/ (i )=— t: r> avremo 

£ ' y \ i-H2^y p/(i^x») 

j '* ^ rfa? I dx cs 

d.ATc.tSLQg.aezz -— • — ?: : = • Se 

(i-f-o;*)^ 
3?=:Arc,cot.a;=zArc.tang. —, avremo ponendo qui sopra —in luo^^ 

go di :r , dyzzi^ ; . Se jrrArc.sec.acsArc.cos. — , avremo 

, dx dx 

dyzz 



mimm^tm' • 



-^/(.-.^) ^<^-" 



D» ALGEBRA P. IH. 

112. 



ZI 



Dalle cose precedenti apparisce, come si trovi il difFeren- 
fciale di qualunque funzione j, il quale avrà sempre la forma 
dy:zzpdx, essendo/? una funzione di x. Siccome nel calcolo del- 
le differenze finite si considerano oltre le prime differenze anche 
le seconde, le terze, ec. ; cosi nel calcolo differenziale si ha ri- 
guardo ai differenziali degli ordini superiori . Per beh compren- 
derne la natura si osservi, che la differenza seconda della fun- 
zione y è sempre cosi espressa: 

onde si deduce 



Aj;2 Ar* A-r a 



ec. 



Aajr 



Quanto più Ax diminuisce, tanto più il valore di '^~ si 



A«a: 



accosta ad essere espresso da A-^B-^—; onde se sostituiamo al- 
alia caratteristica A l'altra d per esprimere 1 limiti^ ai quali 



A*r 
iranno continuamente accostandosi i valori di -r-^ e di 



'X 



Ax' 



Ax^* 



a- 



vremo 



d^Y d^x 

j-=j=-4H-5y-j, cioè d^yzzAdx^-^Bd^x y e questo è ciò 

che si chiama il differenziale secondo di y. Ora siccome la dif- 
ferenza seconda sì ricava dalla prima nella medesima maniera, 
che la prima dalla funzione jiroposta, cosi il differenziale secon- 
do si deduce dal primo con la medesima operazione , che il pri- 
mo dalla quantità finita. E poiché, essendo y:=mn , abbiamo 
dyrzimdn^k'ndm ^ se sarà dyzrpdx^ avremo d'^yzzdpdx-^pd^x, E 
ristesso si dica dei differenziali terzi, quarti, ec. 

Nel prendere i differenziali di second' ordine, e degli ordini 
superiori si suole assumere per costante il differenziale di qual- 
che funzione : questa supposizione , siccome rende eguale a zero 
il differenziale secondo della medesima funzione , cosi serve a 
<)are una espressione più semplice ai differenziali superiori . Noi 
riserbandoci a trattare in seguito questa materia con tutta l'e- 
stensione , cercheremo intanto i differenziali degli ordini supe* 
rìori-* nella supposizione di dx costante . Siccome^ adunque 
d^x^zo , avremio d^yzzdpdx , o pure supponendo dpz^dx , 



ì-^ 
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d^yzzqdx^ * Sia dqzirdx^ ed avremo d^ yrzdqdx^zurdx^ \ sia 
drzzsdxy ed avremo d^yzzsdx^ , e così in seguito . Dunque me- 
diante la differenziazione delle quantità/?, ^ , r, 5, ec. si otten- 
gono in questa ipotesi semplicissimamente espressi i differenzia- 
li di qualunque ordine della funzione y. Siccome/? è una quan- 
tità finita, così i differenziali dx, dy^ì quali hanno tra loro un 
rapporto finito, si dicono omogenei; e poiché in paragone di dx 
svaniscono 4e potenze superiori di dXy le medesime si dovranno 
trascurare anche in confronto di dy . Cosi essendo q^ r^ s^ ec. 

quantità finite, il differenziale d y sarà omogeneo con dx ,fd 

in confronto di d y sì dovranno trascurare i differenziali rfa:"*"*^, 

come in confronto di dx i differenziali d y, purché sia n 
positiva. Vediamo adesso come sì trovino i differenziali superio-» 

ri in qualch' esempio. Siay:s(a-i-x) ; avremo 

dyzi:m{a-^x) "^ dx^ e quindi d^yz=.ni{m — i)(a-f-T) "" rfo?» , 

rf'j=z/w(/ii— j)(/i2— a)(a-f-a7) dx^ , ec. Sia y:=log.(a-i-T) ; sarà 
, dx - dx^ ,. Q.dx^ j. 6dx^ 

Sia jrra ; sarà dy:^ma dxlogMyd^yzzm^a rfa;"log,a , m 

generalmente d yzzm a dx log.a . Sia finalmente j^zsen.ap; 
avremo dyzzidxcos.x , d^yzz-'^x^sen.x ^ fl?»jir— fi?j7«cos.a?, 
d^yz:zdx*8en,x^j d^yzzdx^cos.x, ec, 

CAPITOLO IV. 

Dei differenziali delle funzioni di più variabili. 

Ili. 

Oe J3 è una funzione delle variabili a:, y, u, ec. avremo 
Azrr AAx^BAy-^CÀu-^ ec . -h JD Aar * -4-J5J AxAj-f-J^Aj « 
-^Gàxàu^HAyAu^lAu^-^ec. , 
e quindi 

-f-GAw-Hif Ay-r- -i-/Atf - — H ec. 

•'Ax Ax 
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la quar equazione esprìme la relazione che hanno tra loro le 

quantità — > "^ > 'r~ ^ ^^' ^^ difiFerenze àx, Aj, Au , ec. va- 
dano continuamente diminuendo, e l'equazione (a) anderà sem- 
pre approssimandosi a diventare 

^^— A dAT in,Att 

Ax /xv Ax 

Usiamo la caratteristica d in luogo di A per esprimere il limite , 

al quale vanno accostandosi le quantità -^ , 7-^, ec. , ed avremo 

dz . ^dy ^du 

dx dx dx 

e dz':^Adx'k~Bdy'^Cdu-^ec% y e questp'Si chiama il differenziale 
di z . 

Siccóme nel calcolo delle differènze finite, così nel diiFe- 
renziale le funzioni di più variabili si differenziano nella mede- 
sima maniera , che le funzioni di una sola variabile . Ma per 
giunger più facilmente al differenziale cercato si osservi , che 
egli avrà sempre la forma dzzzAdx'^Bdy-^Cdu-k'ec, Adesso, se 
tutte le variabili fuorché la x si supponessero costanti , essendo 
rfjzro, duzzOy ec. sarebbe dz^rzAdx: così pure sarebbe dziuBdy ^ 
o dzzzzCdUy ec, se tutte le variabili fuorché la y , o la z^, ec. si 
supponessero costanti , Quindi si ricava questa regola per diffe- 
ivenziare le funzioni di più variabili. Si prenda successivamente 
il differenziale della funzione per rapporto a ciaspuna variabile 
supposte tutte le altre costanti, e la somma di tutte queste par- 
ticolari differenze darà il differenziale cercato. L'istessa regola 
può usarsi anche per differenziare le funzioni di una sola varia- 
bile, quando sono molto complicate. Si prendano i differenziali 
di ciascuna parte della funzione, supposta questa variabile, e 
tutte le altre parti costanti , e la somma di queste parziali diffe- 
renze sarà r intero differenziale della funzione . 

Le quantità ^ , JB, C, ec. , che dipendono dalla medesima 
funzione z, hanno tra loro alcune relazioni, che molto interes- 
sa di conoscere . Ad oggetto di rinvenirle si osservi che, se la 
funzione z delle due variabili a? ed j si differenzia due volte pri- 
ma supposta la sola x variabile, poi la sola y , si otterrà il me- 
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desimo risultato, che si avrebbe, se viceversa si differenziasse 
prima supposta variabile la sola j, poi la sola x. Rappresentia- 
mo infatti la funzione z con la caratteristica (p{x , y) , col qual 
segno indichiamo una funzione qualunque di or e di y, ed il 
suo differenziale nell'ipotesi di x sola variabile sarà 
(p(x^^dx^ y) — (p{x , y): questa quantità si differenzi adesso posta 
y sola variabile, e si avrà 

9J(j7H-«/j7, J-Wy) — (p(x'-k'dx, j)— (^(a:, y-Hfj)-4-</>(x , y) . Ora vice- 
Versa differenziamo la funzione <p{x y y) supponendo variabile la 
sola y, ed avremo (p{x, y^^dy)^-^(xy y), che adesso differenziata 
nella ipotesi della sola x variabile ci darà 
' (p{x-^dx, y-^^dy) — (p{x , y^^y)'^(p{X'HÌx , y)-H^(a:, y) , cioè il me- 
desimo resultato, che sopra. Per applicar questo principio alla 
differenziale dzrnAdx-^Éfly si osservi , che Adx è la differenzia- 
le di z nella ipotesi di y costante, e Bdy la differenziale di z 
nella ipotesi di x costante. Dunque la differenziale di ^e/o? nella 
supposizione di accostante dev'essere eguale alla differenziale di 
Bdy nella supposizione di y costante. Questa condizione de^v'a- 
ver luogo, perchè la quantità Adx-^-Bdy sia la differenziale di 
una funzione Zy o come si suol dire, perchè sia una differenzia- 
le esatta. 

Per esprimere qwesta condizione in una maniera più pron- 
ta, ci serviremo della caratteristica introdotta dal S\g. Fontaiae , 
Egli per denotare nella differenziale dzzizAdx-^Bdy il termin^ 

Adx si serve del segno (;7")^^> ^ così del segno l^Wj per de- 
notare Bdy. Quindi (;t-) non significa che il differenziale di z 

preso nell'ipotesi di x sola variabile, e diviso per dx\ le paren- 
tesi servono per distinguere questa differenziale particolare dal 

àz 
rapporto — , il quale esprime il differenziale di z preso in tutta 

l'estensione senza la considerazione di alcuna variabile suppo- 
sta costante, e diviso per dx. Secondo questa maniera di scrive* 

re il differenziale di z si esprimerà così; ^^=^l5rl^^-*-(j~Vj» 
ove i termini (^V^> (t"]^J ®* chiamano differenze /?ar2iWi. ' 
Nell'is tesso modo (j-j) significa il differenziale di z preso due 
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volte nella sapposizione di x sol^ variabile, e diviso per dx^ ; il 

■ J significa il doppio differenziale di z presio prima 

nell'ipertesi delld sola x variabile y poi della sola j, e diviso per 

■ j esprime il doppio differenziale di z preso 

viceversa; pcìrn^^ nèll* ipotesi della sola j vliriabile, poi della sola 
X ^ e diviso per d^dx. L^ proprietà dimostrata nel principio di 

questo articolò si potrà dunque enunciare così:! -. , )— ( ^ j j» 

La quantità i ^ j significa il differenziale di ;? preso prima per 

rapporto ad a?, poi per rapporto ad y , e finalmente pe^ rapporto ad 
u , e diviso per dxdydu . Siccome in questa formula possiamo delle 
quantità//ar,c/y,^^ permutare le due prime, ole due ultime, avremo 

( , , 7-"l=l , ; . I=( , ^ ' V -V Permutando nella seconda 
dxdydu f \drdxduf \dxdudy ; 

di queste formule i due ultimi differenziali , e nella terza 1 due 

. . / d^z \ / d^z \ / d^z \ n T 

primi avremo ancorai , , , Irzl , ^ -r- 1=( ; , . l,efiHaI* 

\dx4yduf \dydudx f \dudxdy f 

mente permutando nell'ultima di queste formule i,diff<^renzia1i 

dx e dy otterremo ( ^ ^ j )*^( /7 a il ì' ^^^^ apparisce che i 

differenziali dx ^ dy ^ e da possono in qualunque modo permu- 
tarsi. Seguitando il medesimo discorso ci persuaderemo in ge- 
nerale, che nel differenziare più. volte una funzione possiamo 
seguire quell'ordine che più ci piace, sicuri di giunger sempre 
al medesimoi resultato. 

Adesso si potrà comodamente esprimere la condizione che 
deve av^r luogo, percliè»una differenziale sia esatta. Se 
Adx-^Bdy sono i termini di questa differenziale, dovrà essere 

{^■^^d:cdy=i^^d^dy , cioè (^^)=(f) -^ , , 

Snpponghiamo adesso , che js sia funzione di tre variabili 
a^, y, ed w; il di lei differenziaje avrà la forma' 
dzziAdX'^rlidy'^du . Se supponessimo u contante, sarebbe 

dzziAdx^Bdy^ e quindi (■^)=(t-)5 similmente supponen- 
do costante j o a? vedremo dover' essere (^) nf-r-) , 
Tom. II. 4 
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^j ^\J-) ' Dunque acciò la differenziale Àdx-^Édy-^Cffu 
sia, esatta, devono aver luogo le tre condizioni, (-t-|=( — ) , 

idÙ^id^) ' (lÙHdp)' ^ "«"'"f*"? "^»ni»» « troverai!- 
no le cotìdiziarii per ^le differenziali di un pi» gvaa puinero di 
Variabili . , :: 

Oltre le condizioni precedenti, che appartengono ai diffe- 
renziali' esatti di qualunque funzioite , vi è uwa proprietà degna 
di osservazione, die compete ai differenziali delle funzioni omo- 
genee. Sia infatti z una funzione omogenea di n dimensioni 
delle variabili x,y,u, ec, e sia dz::zAdx^^Bdy-^dU'^ec, il 
di lei differenziale. Facendo yzztx^ azzsx^ ec. la funzione z 

prenderà la forma Px , essendo P funzione delle variabili ^,5, 
ec. ; e se siiJ]fponghiarao dPzzipdt-^ds-^ec, avremo 

dznx pdt't'T yrf5-f-ec. -^nPx dx. Ma siccome dyrztdx-^dt, 
duz:zsdx'^jcds , ecf. , abbiamo ancora 

dzzzAdx-^BtdX'4^Bxdt''^sdX'^Cxds^^ec. Quindi, dovendo que- 
sti due valori di dz essere identici, avretoo 

A'-k-Bt-^CS'^eù. zznPx iz — , cioè Ax-^By-^-Cu-^ea, 'zznz \ 

Dunque i differenziali de]le funzioni omogenee hanno questa 
proprietà, che se invece di dx, dy ^ duy ec. vi si sostituiscono 
respetti vamen té le quantità a:, y , w , ec. , ne nasce quella mede- 
sima funzione moltiplicata pel numero che esprime la sua di- 
mensione, della quale si ha il differenziale. Questa proprietà si 
può enunciare cosi: se «è una funzione omogenea di n dimen- 

. , . id2\ (dz\ làz\ ^ 

sioni, 8ai:a sempre j7lT-l-f^ij- l-f-wr^l-Hec. rmz. Jt. se z è 

una funzione di nessuna dimensione, cioè se 7z:::o, sarà 
^(t')"*"^(7^)'^"(^)"*"®'^'^^^ • Viceversa adunque se avremo 

l'equazione ^(^jH-yi j-)-«-^(^)-^^<5'=^'*^» sarà z una funzio- 
ne omogenea di n dimensioni delle variabili or, j, w, ec. 
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— ixi^: 



Finora abbiamo parlato delle condizioni, alle quali devono 
soddisfare le differenziali esatte del prfm*ordine; passiamo ades- 
so a cercar più generalmente le condizioni , che devono aver 
luogo, perchè una funzione di qualunque ordina, v^ di qualun- 
que numero di variabili sia una differenziate -eiattii. Sia dun- 
que §dx una differenziale di un ordine qualunque di una fun- 
zione delle variabili x j y, w, ec, nella quale '^o; sia stata sup- 
posta costante : posto dyzzpdx , dpzzqdx , * ds^izJtdx ; ,i 

du±zp^dxy dp^-nq^dx^ ds'zz^dx\ ec. , si ridurrà la quan- \ 

tità § ad esser funzione delle quantità x ^y^u^ec, p ^q ^ » -s ,t, | 
/>', 5?' , .... 5', ^', ec. Sia z quella funziona di uu/ordioe inferio- 
re, che ha per differenziale pc^x , e sari z una funzione^elle va- 
riabili Xy j, w, ec. 'p.9 q 9 > • • ? s^ p\ q\ . . . . i% ec, ATremo 
adunque ^^^ ^ — — ^— *- 

cioè 




a /^2 \ ìJz \ ^ '/dz \ tfdz \ ' 



Facciamo . > > vm 

ef^zzMdx-hNdyHhP dp^Q dg . .. r. ^T dt 

•^N'du^Fdp'^Q'dqr -^Tdt' 

• '' • * H-ec. 

ed a rbotivo dell^eguazione ( , f ■ )=r jf / ^ \ avremo 

^ \dmdnf \dndnhr. i si». „ 

^- \dy)-\dxd^r \ dy* w:^\dpdyr^ .,..-*- \^^y 

( d^z\ , / d^z \ , / d^z \ , 

'^KdudfF '^Kdp'dyr — "^ KWd^r 

-f-ec, 



\ 




v^ 



i 
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ec. 



iPr dxKdpJ ' 
^^/d^^(dz\ l d^z \ ( d^z\ ( d^z \ ( d^z \^ 

^\i^h\i^r\d75^r Kd^r'^Kdpdqr * • ^ • "^Vi^r 



-(^)^rfA%// 



ec. • 

■■A f 



Nella i)ied«sima maniera^troverema ìV':=t-</(t^J , 

Se ^ è solamente funzione li a?, y , e/? , non entrerà p in 

z, e siccome IV^=.^4^) > ^^^=^%) > «^^^ ^-"^ =^ • 
Se i? è funzione di ^, y,/?, e y, non entrerà g in 2^ e poiché 

^Bf avremo iV——-+--T^=o. Generalmi&B té,, essendo ^ una furi- 

la; dx^ 

zfone di pn .<>rdine qualunque,. e coajiprendendo. un numero 
qualunque di variabili , sarà . 

■ / dP d^Q \f'i?vrf*5 .:_i 

iV^^— --• — ^"^ "T- — — ec.rro 

dx dx^ dx^ dx^ 



dx , dx'^ dx* dx'' 
'**• ec. 



.— ec. 



v* 
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e sì avranno tante di quest'equazioni di condizione, quante so- 
no le variabili meno una. 

Sia ora ^dx^ la differenziale di una funzione z^ di un ondi- 
ne inferióre di due unità, e supponendo che zdx sia il diffeiea- 
ziale di z' avremo 

édz\ I Jdz\ 1 J^(dz\ I jjdz\ 

\d^rd^\^rf'-\^^ ""; =^ 

Ma è facile il vedere, che (-r-i=J' r-^ — :: :: »- ^c- > 

\djl dx dx^ dx^ 

{dz\ ^ dR d^S r /dz\ n dS -^ 

(^;=<2-^-*-^-^^- (5?)=^-ì^-*'^^- ec. Dunque so- 
stituendo questi valori nell'equazione precedente, avremo 

D dO ^d^R ,d^S 

dx dx^ dx^ 
Se ^dx^ è la differenziala di una funzione di un ordine in- 
feriore di tre unità, zdx^ sarà la differenziale di una funzione 
di un ordine inferiore di due unità, e perciò 

sostituendovi i valori di (^ ì , {rr^ . ec. , ^ - 

Quindi apparisce che, 3e ^dx è la differenziale di una fun* 
zione di un ordine inferiore di n unità, avremo il seguente nu- 
xnei'o 7} di equazioni di conditone; 

,^ dP d9Q n^R d^S 

dx dx^ dx^ dx^ 

j, dQ ^d^R .d^S 

P— a-y^-f-S-; — — 4-— -f- ec. =0 

dx dx^ dxì . ^ 

^ ^dR ^d^S ^ _ 

jK— 4-; — »- ec. =0 ^ 

•^ dx 

ec. ; iy 

Questa classe di equazioni appartiene alla variabile y: un'altra 
classe di simili equazióni si avrà per ciaschedun& delle altre va- 
riabili, eccettuata la a:, di cui il differenziale si assume co- 
stante . 



m 
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t» 



3o ELEMENTI 

Abbiamo supposto i2x costante; se dx fosse variabile » pò* 
jiendo drrzipdvy d'p^qdv ^ttq'zdrdv^^,^.^ dyzzpdv ^ 
dpzzqdv^ ec; dur^^dv ^dp^'=iq^dv^ec.\ e rigaardarido dv come 
costante avremo oltre Tequazionì precedenti per j, u^ ec. anr 
che una simile equazione per j?. Quindi nel cato di dx variabir 
le l'equazioni di condizione per ciascun' ordine di diiTerenziali 
saranno tante, quanto è il numero delle variabili • 

Per applicar la teoria esposta a quàlch' esempio, sia propo- 
sta in primo luogo la funzione di prim' ordine Adx-^Bdy ^ ove 
j4 e B sono funzioni di a: e di y; sarà ^znA-^Bp ^ 9 qqiadi 

JV-g=o, danque (^)*^(^=(^*,,(^, «io* 

l-j-j=:i -j-\, come abbiamo trovato di sopra. 

Sia data la funzione di prim' ordine e di tre variabili 
Adx-^Bdy^^Cdu ^ ove A^B^eC sono funzioni di a:, y, ed w; 

à ^=A^Bp^Cp', e perciò iV=(g)^;.(^)V(f ), /'=B. 

•^=(S)-*-^®*^'© ' '^-^; ^''*°**^ adunque in questo 

dP ^ dP^ 

caso le due equazioni di condizione iV— -^i^o, N* — -^—=10, se 

vi sostituiamo i valori di N ^ N\ P ^ P' ^ troveremo primiera- 

(^)-0*^'-(f)""(^)=°: ^* "*^''*"".'' ^'-^' * ^ "**" 

contengono p', acciò questa equazione sia identica, conviene 
che vada a zero da per se stesso ciò che moltiplica />'; dunque 

avremo (^)=(^). e (g)= (^)^^L^^quazione di cob^ 
dizione diventerà (^)_ (g) ^^ . Q_ (^)=o , cioè 

(^)=0 ' ' (f)=(f )' "^•^"'* ~'°' ** condizioni tro- 

vate di sopra. 



sarà 



meni 
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Si abbia adesso la fanzione del second' ordine (Aq'^B)dx^ i 
ove A e B sono funzioni di x^ y^ p9 e dx è costante., Avremo 

dx —9 \d^)'^^^ \dy3^r^ \ àp^f^ dx\dp) 

: \ dP d^Q 

tuendo quésti valori nelr equazione ÌV—--J-H- . ,^ =o avremo 

[/dA\ ( d^A\ / d*A \ (d^BVÌ 
^^KlfyrUldpr^Kdfdp) \dp^}\ / 

/dB\ i d^B\ i d^B\ /d^A\ 1 d^A\ ^Ì^^^\ 

la qual' equazione , siccome A e B non contengono q^ si divide 

libile due 
/dA\ /d»A\ / d^A\ /d^B\ 

/J^\ /d^B\ /d^B\ (d^A\ fd^A\ ^ld'^A\ 

Wh V j^M w"^ fe)-*""-^ (^-^^ b3^j=^^ \ 

Se la proposta funzione del second* ordine dev'essere la dif- 
ferenziale seconda ^i una funzione di a? ed y, oltre alle due 

equazioni trovate avremo anche la seguente P— 2.-7^:^0, cioè 
. - ^ • ^ dx 

» .1, \dpl ^\dp) \dx) y\djf 

* ìéJ À\ 

Siccome A e B non csontengono y, dovrà essere I -^ìno , cioè 

A non dovrà contenere j9. Quindi acciò Is^ formula {Aq'^B)dx^ 
sia una differenziale del second' ordine di una funzione di j? e 

di y, dovrà essere prima (-^j=o, poi a^-^j~^~j=o, 
/dB\ /dA\ ìdA\ 



^r..\ 






I 



So, ELEMENTI 

La teoria esposta in questo articolo , che il Sig. Euler il primcr 
dedusse dal Calcolo delle Variazioni ^ è stata generalizsata, e di- \ 
rettamente dimostrata dal Sig. Marchese di Condorcet , 

ii6. 

Abbiamo veduto di sopra (ii#), come si trovino i differen- 
ziali superiori nella ipotesi che il differenziale dx sia costante , 
cioè, se sarà dyzzpdx, avremo d^yzzdpdx^:qdx^ , facendo 
dpzzqdx\ cosi ancora d^yzzdqdx^^irdx^ , facendo dqzzrdai^ ec^^ 
Ma se dx non.è costante avremo d^'y:zdpdx'¥'pd^xziqdx^'¥jpd^x, 
e quindi 
d*y=idqdx^'^ti.qdxd^x^dpd^x-¥-pd*xzrrdx^'^%qdxd^x^^d^x , 

e cosr in seguito . Se per esempio yzzx , avremo dyzznx dx^ 

d^y=nx^^^d^X'¥'n{n^i)x^^^dx^ , 

d^ yrzznx^^^ d* X'^3n{n'^i)x^'^^dxd* x-+'n{fi-^i){n-^2)x "" dx^, 

d^yrznx^^^^ d^X'^4n(n^i)x^^^dxd^X'¥'in{n^i)x "" d'^x^ 

-f-6Ai(/i— i)(/z— a)j? rfx"J^j7-i-«(rt— iK«— a)(n— 3)a? ^dx^, ec. | 

Con eguaL facilità si troveranno i differenziali superiori: I 
delle funzioni di due o più variabili* Sia per esempio zzz:xyy. , I 

avremo dzzzydx^^xdy , d^zrzyd^x-^s.dxdy-^xd'y , \ 

d^z^yd^x-^ìd'xdy^Sdxd^y^xd^yj d^zzzyd^x-^^/^d^xdy I 
-♦-6rf*a7flf*j-+.4fl?J?rf*j-Harrf*y, ec. CoU'istesso metodo si differen- 
zieranno le funzioni, che comprendono quantità differenziali. 

«Oosi sarà d-^"^, * — '- , e posta questa quantità 'zzzdx^ 

ttOO CiX ' 

dx^ ' 7^7 .1 

idx^d^y-^dx^d^xd^y-^é^x^d^yd^x^iidxd^x^d^yX ^^^^ 

1 dz^^ \.^jodxdyd^xd*x^^ì5dyd^x^-^dx^dyd^x / ^ JL* • * 

' dx dx^ ^ " '' 

Quando si è trovato in generale il differenziale superiore 
senza la supposizione di alcun differenziale costante, se ne po- 
trà facilmente dedurre il differenziale nell'ipotesi, che il c^iUe- 
renziale prinro di qualche funzione di ar e di y sia costante. Si 

debba per esempio suppor costante il differenziale di a; ; 

sarà a 2. a; zzznx d^x-^n^n-^ìjx Jar^zzc, cioè 



* D' ALGEBRA P. III. .33 

d^x=.— ^^^^^dx», e quindi <f » j?=— ^ """ - <f x<f » x-4- -^<^ J;- ' 

_ ^^ «* ,« ,u,_ _pj . X» 

Si aàsuma costante il diffexepziale yi^r; s^tkyd^x-ì-dxdy^o , 
cioè rf^^n ^-^, e sc^upppgglifeimo dyzzpdxy dpzzqdx , 

dq-rzrdx^ ec, avremo rf^orzr— ^ .^,. e differenziando 

^a^-2£fl_2££f£!£^£l^, e.808tftueiid/il Talora di 

d^Xy d^xzz ( — L^^Wo?»; e quindi sarà rf*a;= — 

^ 7£2Ì^^_^^^/^^Ì\3rf#rf»;p, cioè 

Sia finalmente costante il differenziale [/(dx^-^y^) , il 
quale ^osio dyzzpd:p prenderà la forma dxy^^i-hp^) . Avremo 

adunque d-a^ii^p-)-^ ^^^^\-ó , cioè d^x=^E3Ì5l', 

quindi sarà rf»J7=( -~- -— th- , ^ \,saV ^* 

^2£ÌLf — f. cioè d^xzzl—^-^ — ¥- , '^ [^ ]dx^ . Similmen- 
te si troverà ' 

Dalle cose precedenti apparisce , che quando il differenzia- 
le di qualche funzione è costante, si possono esprimere i diffe- 
renziali superiori d^x^ d^,x, d^x^ec. per mezzo delle lettere 
^9 q 9 '*» ce. Ma per mezzo delle medesime lettere si possono 
eliminare anche le quantità djy d^y^ d^y^tc^ dunque una 
funzione, nella quale un qualche differenziale sia stato preso 
costante, si può sempre esprimere per le lettere p ^ q , r ^ e(i. 
e per dx . 

Tom. IL S 
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Quelle fuDzionij che comprendono i differenziali degli or- 
dini superiori nella ipotesi di niun differenziale primo costante, 
eccettuati alcuni casi, de' quali parleremo in seguito, hanno 
sempre un valore incerto ed indeterminato, il quale è diverso, 
secondo che si assume costante il differenziale di una o di un'al- 
tra quantità. Si considerino in priiho luogo le funzioni di una 
sola variabile x\ nelle quali entra d'^x^ e niun differenziale è 
costante. Se si pone dx cpstante, d^xkd^x^ioi se si suppone 

d.x^ costante, sarà xd^x-^x^zrzo, cioè d^xzn-^ — ■; se si pone 

costante d.x ♦, sarà x "^ d^x^n^'i)x "" flfj(?*=o, e perciò 

rf^^rz:— -S !-S- , Così se altri differenziali si prenderanno co- 

stanti, ne nasceranno altri valori per d^x. Dunque una formu- 
la, la quale contiene d^Xy ed m cui niun differenziale ò co- 
stante, non significa niente di certa^^di determinato. 

Adesso per passare alle funzioni di due variabili prendia- 

Yd ^ X'^^xd ^ Y 

mo a considerare la formula*^ — ^-^ — =^, la quale non ha al- 
cun valor fisso, se non si assume un qualche differenziale pri- 
mo costante. Infatti, se si suppone costante dx, essa diventerà 

-^-j-, e si ridurrà ad •?^—- supposta costante dy. Ora le due 

formule ^ , non sono generalmente eguali: poiché se 

lo fossero, dovrebbero rimaner tali, qualunque funzione di x 
si sostituisse in luogo di y . Ma se facciamo yzzx^ , posta dx 

xd^ jy* * 

costante sarà d^yrz^dx^ , ed ^: zz2x; se poi sì pone costante 

dyrzfixdxy sarà d^yz::2xd'*x^^2dx^:nc> ^ cioè d^xzz , e la 

formula ~ — zz^x . Cosi se ad y si dassero altri valori , si ve- 
dx^ ^ 

drebbe, che , , in cui dx è costante, è diversa da , ^ , ov'è 
' dx^ • dx^ , 

costante rfy. Dunque la formula^- — -^ ^ ha un valore di- 
verso, secondo che dx o dy.òx assume eostante; e similmente si 



D' ALGEBRA P. III. 33 

troverà, ch^-il di lei valore è in generale differente, se altri dif- 
ferenziali si suppongono costanti. 

Ma quantunque una formala, che contiene i differenziali 
superiori ,abbiif per lo più un valore incerto , vi sono però al- 
cune formule, che ritengono sempre il medesimo valore , qua- 
lunque differenziale sì assuma costante» In esse succede, che 
sostituito ad y qualunque valore in or, spariscono sempre i diffe- 
renziali superiori , e con essi Tìncertezza del valore della fun- 
zione. Tal' è la formula -=21 — _- i: infatti seponghiamo per 

esempio j=a: , sarà «Tyci/}^ dx ^ 

d^y^snx "" rf«a:-f-7i(n— i)a? rfo:*, e sostituiti questi valori la 
formula data diventerà 

nx''^^dxd^x^nx''^'dxd-x^n{n^i)x'^''dx^ . , 7i-ft 
1 1 =r— /i(/2— i)r 

Se facciamo 3C=j/'(i— :c^), sarà dyzz.^^ , 

d^yzr:/^ — ^^— j-, e la formula data riescirà 

. xd^x xd^x r r 



* i«* 



Sosti- 



dx^\/{i^x^) rf^»|/(i— 07») £ 'ò_ 

tuendo altre fnnzioni in luogo di y vedremo, ohe la formula 
proposta ha sempre un valore determinato ; ma possiamo ciò ge« 

neralmente dimostrare nel modo seguente. Sia ^rrp,-p=gr, e 

saranno/? e q quantità finite ; avremo dunque d^yzz^pd^x-^dx^, 
e sostituito questo valore la formula dyd^x-^dxd^y diventerà 
'^qdx^ ^ il qual valore non è indeterminato,, perchè non contie- 
ne i differenziali secondi. 

In generale data qualunque funzione, la quale comprenda 
i differenziali superiori, senza che alcun differenziale primo sia 
supposto costante, essa avrà un valor fisso, se posto dy=:pdxy 
dp::zqdx y dqzizrdx y ec. si potrà ridurle ad essere una funzione 
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di a:, y,/?, q^ r, ec. , e di dxy distruggendosi i. differenziali su- 
periori di x: al contrario essa non avrà alcun valore fisso, né 
potrà esser di alcun uso nel calcolo. In quest'ultimo- caso è la 
formula precedente yd^x-^xd^y , la quale sostituito /^e/^or-i-^^j?' 
in luogo di d^y diventa (j-Hpir)rf» j7H-yrfic" , cioè mantiene sem- 
pre il differenziale secondo d^x. 

Abbiamo veduto che quelle formule , nelle quali qualche 
idifferenziale è stato supposto costante , si riducono sempre ad 
esser funzioni di a? , y , ^ , y , r , ^ , ec. e rfj? . Se adesso alle quan- 
tità /?, 7> r, ec. si sostituiscono ì loro valori, si avrà una formu* 
la, laquale^, quantunque contenga i differenziali superiori ,avrà 
però un valor fisso ancorché niun differenziale si Supponga co- 
Mante, e vi si potrà poi supporre costante quel differenziale, 
che più. piacerà. I valori delle lettere/?, q^ ec. gli abbiamo tro- 

jati di sopra, e sono /?=^, ?= ^' , 

dx^d ^y-^^dxd^xd^y-^dyd^x^ — dxdyd^x 
^-^ dx^ 

/dx^d^y-'6dx^d^xd^y^4^x^d*yd^X'k'.i5dxd^x^d^y\ 

\^ìodxdyd^xd*x^^i5dyd^x^-^dx^dyd^x ) 

^ i— i M — ^ I > 1* >i II» Il I I ■ 1 1 ? I ^ I .1 . Il ,1 ,1,1 ,, . , ec« 

dx ' 
Si debba per esempio la formula Ad^y-^Bdx^ , in cui dx 
è costante, trasformare in un'altra, in cui sia costante dy. Po- 
sto dyzzpdxj dpzziqdx, la nostra formula diventa {Aq^^B)dx^ : 
adesso nel sostituire il valore di q si rifletta che dev'^essere 

d^y^Oy e si otterrà la formala "^ . ^ ■ — l!l — — equivalente 

dx 

alla prima, ina in questa dy è costante. 

CAPITOLO V. 

I • 

De^li usi principali del Calcolo Differenziale • 

117. 

k5ia y una fynzìone qualunque di jr, la quale sviluppata se- 
condo le potenze di x abbia la forma seguente 

il) (a) o (3) , In) n (/iH-i) »-Ki ^^ 

yzzp^p^ ^x-^p^ ^x^^p^ ^x«....-+-/?^ ^x -H/?^ ^x -nec. 
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Differenziando n volte nella supposizione di dx costante a- 



vremo 



. jn r% (fi) j*n • \ 

« posta xzzOf a ym,2.3...n/?^ 'dx , cioè 

jp^ ^n: Z^ facendo dopo le differenziazioni xzzo . 

i,%.^.,,,ndx 
Quindi mediante la replicata differenziazione di y otterremo i 

coefficienti />^ \p] ' ec, cioè quella serie, che esprime il va- 
lore di j. Sia per esempio j=:log.(iH-a?); avremo ^7=log,i=o, 

dy^_^^ ^ 1 d^y i d^y^^ a d^-y ^^ :ì3 

dx^ 1-^x * dx^ "^(i-i-x)a ' dx^ (ì^^xy ^ dx^ ^""(iH-x)*' 

Q A ^ (0 ' (a) I (3) I (4) I 

bara dunque/?^ 'zzi^p" '^— — ,/?^ ^rz-^, />^^'=— —, ec. e 

perciò 

* / \ tAt *A/ tAf »A/ 

^'^ '^ a T T >T 
Sìa y una funzione implicita di x, cioè sia data tra x 
«d y una equazione, nella quale posto :r^o sia yzza. Se vo- 
gliamo ridurre y in una serie della forma 

— (0 (a) . 

yzzp'k'p^ ' x-^-p^ 'a?»-f.ec. , troveremo come sopra 

p =: 2- facendo dopo le differenziazioni :rrro , e*d 

Tjai.3 „;ndx 
>. • in conseguenza y=a. Sia data per esempio 1- equazione 

y^^x^—cyzzo y ideila quale posto arzzo si ha y^— cy=:o, cioè 
yzio , o 3Ci:<; . Differenziando questa equazione avremo 

%ydy^dx — crfj=o, cioè -r-=-' — ^\ e quindi 

d^y^ ^^4i _ a^a ^sy_ '^-^^^^ 34^>» 

<;?*y a.3.4.oi* 

^^^ '^' . >cc> Dunque prendendo il primo valore di y, 

cioè zero, avremo /7=:o, /')=A, p^^^zz^.p^^^zn^ , 
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/?^^~ , ec. Se prendiamo l'altro valore di j, cioè e, avremc» 

_ (i) h (a) h^ (3) ai» (A) 5^* 

Dunque le serie 

•^ e e* e* c^ 

yzrc— *— a;— — x^ ar*— — :r*— ec. 

•^ ce* c^ c^ 

csprìnaono i due valori di j. 

In questo modo avremo delle serie ascendenti » cioè ordina-^ 
te per le potenze crescenti di a? ; se vorremo delle serie descen- 



denti, è espresse per le potenze di — facciamo ^«^"r > ® sosti- 

tuendo questo valore nella proposta esprimiamo come sopra il 
valore di y per una serie della forma y=/?H-/>^'^/-+j5^*^/*r*-«c. , 

pii) nCa) 

ed avremo la serie descendente yizp'^C — -h^- — -♦- ec. Sia data 

X - x^ 

per esempio l'equazione irj*-4-aJj— c^:r=io, la quale posto 
acr-- diventa y*-Haif y— c"=:o , e quindi è ynilc quando *=:^o •. 

Adesso differenziando^vremo -r-zr— , , cioè »^*^:=*— J, 

dt bt-^y * 

-T^=:77 :^— .- — :^-p-- e quindi /?^*'zr-r-— ; similmente 

jj^C3)-^^jp(4)--__^_^ ec. ; cioè la doppia seriQ 

"" * ia i^* 

^ello stesso modo mediante adattate sostituzioni si potrà dare- 
alla serie quella forma, che pia piacerà. 

Sia adesso y una funzione qualunque di m-ho:, cKe noi in- 
dicheremo col segno (p{U'^x)y là quale si voglia ridurre, com» 
sopra, in una serie ordinata per le potenze di n?: avremo 

p^^—( — -n^-^^ì \ facendo dopo le differenziazioni amo.. 



2.3 ndx 

esima 



Ma là differenza n, di ^(on-a?) presa per rapporto ad or e dh 
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Tt . esioia 

^isa per Jo? è eguale alla differenza n. di (p^u-^x) presa per 

tapporto ad z^ e divisa per du ; si faccia infatti U'^x:rzz, e sarà 
djp\z)z:zdz(p\z):zulz<p'(U'-^x)\ ora se la differenza si prende per 
rapporto ad x pòsta u costante, sarà dz'ndx ^ e 
d.<p{u-^x^'zzdx^ {^-^x^ ^ se poi si prende per rapporto ad u^ sarà 
d.f(u^^x)zzdu(/>'{U'^x) , e quindi 

^-^ •'\=z(p{u-¥'X)zzl — ^ ^^l; e 1 istesso si vede aver luogo 

per le differenze superiori. Avremo adunque 

p^ ^z:z — r ( — X^iiltf/ 1 facendo arra, cioè 

du 

jo^ ~ lU — , e quindi 

2>,^ , ,.,ndu ' , 

./ ^ V ^/ N ^-^H xJid^,<fi{ii) x^ dK(fi{uy 

il qual teorema, che' è dovuto a Taylor, ha un grandissimo uso 
nell'analisi -degl'infiniti. 

Noi per ora ce ne serviremo per risolvere il problema se- 
guente: data una equazione qualunque zìizo tra le variabili x 
ed j, esprimere una funzione qualunque J? delle medesime va- 
riabili per j senza x. Prendiamo x^-^x^x^ in luogo di Xy e sia 
«' il valore di z quando x si cangia in or'; e supponendo y co* 
8tant*e avremo 

*<*-*')'(;£^)*"'- • 

Per determinare la quantità x^-^x^ mediante questa equazione 
facciamo 

^— a?'=^2'^J52' a^C^;' • ^I?2' *-hJ&V *-f- ec. , 

e sostituendo questo valore nelfe precedente equazione, e para- 
gonando insieme i termini affetti dalle medesime potenze di z', 
traveremo i valori della quantità ^ , jB, C, ec. 

Si abbia adesso là funzione jP, che si voglia svolgere in 
una serie data per y , supposta l'equazione zrro . Se in jP pon- 



t ^ 
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glnama '»'-»<c--a?' in luogo dia:, e chiamiamo F la quantità « 
uella quale si cangia jP, quando x diventa x\ avremo pel teore- 
ma di Taylor 

e ponendovi in luogo di x^-'x' il suo valore, otterremo F cosi 
espressa 

jP=F-wJa'-HAz'*-M:«' »-h ec. 
Per determinare le quantità a^b ^ e, eo. si osservi , che in 
questa equazione la quantità x non esiste che in apparenza, ma 
deve sparire dopo fatta la riduzione di tutti i termini; onde il 
differenziale di essa preso per rapporto ad x^ dev'essere eguale a 
zero . Avremo pertanto 

quindi, se facciamo (5"^)="— "^t paragonando insieme le nìe* 
desime potenze di z' avremo 



^i^HiW) 



'akdx 

,dF 



\6dx'/ \ !i:6dx'^ / 

ec. 

Trovati i valori di a, S, e, ec, avremo F espressa per una fzrrr^ 
zione di ^' e diy ; onde siccome possiamo determinare x'sl piacere- 
accio òttenghiamo F espressa per y sènza x , facciamo x^^f^ es- 
sendo jT funzione di y. Si osservi che, siccome z e z^ sono fun- 
zioni simili di ^ e di x' , potremo usare js ed :;r in luogo di z' e 
dì x\ purché ci ricordiamo poi di far da sper tutto, terminate le 

operazioni, ad^T. Sarà pertanto» posto -7=— i'Tz) > 
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^^/ \ ^dx f V ^:6dx^ I 

facendo nel secondo membro dopo le differenziazioni 
anr/zifunz.j. Chi desiderasse una maggior generalità nella 5^0- 
luzione di questo problema, vegga una mia Memoria nel Tomo 
IV, della Società Italiana : 

Sia per esempio z una funzione di a; e di quantità cognite , 

e si voglia la radice x dell'equazione z=o. Avremo i^zra?, 

dF . ,. 

^ = 1, e quindi 

M ^ . dA . .d.AdA 

xzzx-^zA-^z^ A — ; •-«*-4— 5-^ -HCC. 

sidx ^,6dx^ 

facendo nel secondo memb^ x eguale ad una qualifnque quan- 
tità cognita y. Ma perchè )a serie riesca convergente , bisognerà 
prendere per /il valore prossimo della radice che «i cerca; poi- 
ché allora la quantità Zy che è =0 quando vi si pone il valore 
esatto di Xy riesci rà molto piccola, se vi si pone in luogo di x 
.un valore assai prossimo al vero . 

Se ponghiamo l'equazione j!C=o sotto la forma a?— ;/^(jJrzo , 
essendo /quella funzione di y , che sopra sostituivamo in luogo 
di X dopo le differenziazioni, e (p una funzione qualunque àìx 

e di j; avremo (j")— i— (j^) > ^ ^= L-— ., e risolvcn- 

\dx/ 
do questa quantità in. serie; 



e quindi 
.Ad.A^ 



^■-(g)-©-(g)'-(S)-- 



\ %dx /'^skdx'')'\iidaf»}\dx)'*'\dx)\:^dx')\dx/ 

(d>p\i d*F\ ; a/i^ W d<^F\ 



Tom. IL 
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^A d.Ad.Aj^ ^^ /_d»F_\/J*£\/dF\ 

^\dx}\:^Mx^/ <k 

Sostituendo questi valori nel precedente di F, ed osservando 
che z diventa — <^ , quando vi si pone xzzf^ avremo 

■"*'(|X^H'(|"(^) 

^^ Va.:{.4</jt*/ 
la qual formula , posto (S\=^F si riduce manifestMiente alla 

forma „ 

„ ™ /d.a»P\ /d*.(ó*P\ /d*.<ò*F\ 

nel secondo membro della quale « deve fiirc dopo le differen- 
ziazioni J7=^. ^^ 
Se (jj e F sono funzioni di x sola , e ponghiamo f=y , 

avremo 

F.a^F.x^.xy.P'.x^ ^^^ ^ _— ^^^— ^ec. 
facendo xzzy ^ cioè 



l-+^ec. 
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la qua!' elpgantÌ8BÌma formula è dovuta al Sig. de la Grange, 
Per farne un'applicazione sia data l'equazione 

^^-*Ja7-*-cj?*— ej7'*+^a7*— ec. =o; 
ponghiamola sotto la forma 

a ca:«— ea:'-*-/x*— ce. 

e facendo F^xf^jx , ^.jrz: r"^- ', avremo il valore 

fL etinui 

di X , cioè della potenza n. della radice dell* equazione data 
così espresso ; 

•^ -^ ^-^ sdj 2.3dy^ 

parche si faccia y^^-r dopo le differenziazioni. Se per esempo 

si ha l'equazione a— ìx-hcj7«=:o, cioè a:— -r — -7-"-^^> ^^^ 



}J.yz=-=T-> e posta n=i, 

Ma all'equazione -propósta si può dare anche la forma 

a^-*- — -4- — ^sro; in questo caso sarà fJ.js:— — , sostituendo il 

qual valore, e facendo dopo le differenziazioni yzz.— avremo 

j. ec. 



e h b* lb^ a.S^T 

e queste due serie rappresentano le due radici dell'equazione 
a-^a:*¥€X^^=.o . Si Yeda una Memoria del Sig. de la Grange neU 
Isi Storia delP Accademia di Berlino dell'anno 1768., la quale 
contiene mt>)te interessanti ricerche in questa materia. ' 

Abbiamo vedute varie maniere di servirsi del Calcolo Dif- 
ferenziale per l'evoluzione delle funzioni in serie: alcune volte 
si ottiene l'intento mediante una sola differenziazione. Si deb* 
l>a per esempio svolgere in serie la cfuantita 
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.m 



(a^x^x'-H!x'^x*^c.) Supponendo questa quantità 

(a'-hA'^-Hc'o; '^ -i-^'ar » -h/*'x * -f-ec .) 

eguale alla serie A-^Bx^Cx^^Ex^-hec.^ e difFerenziando lo- 
garitmicamente avremo 
m(i-f-ac:r-4-3«j7 a .^ ec . ) n( J'-t-ac'ar-«-3e'^ * -h ce .) 

o-HÌ J7-M?a; *-4-e:r » -f-ec. a'-f-A'a?-f-c'x " -♦-c'x * -h6c . 

_ g-4-aC^-H3ga;»-Hec. ^ ^ riducendo tutto al medesima 

A-^Bx^Cx * -^Ex » -f- ec . 
denominatore , e paragonando i coefficienti delle medesime po- 

tenze di x troveremo^^nr — , e 

-in 
u 

aa^ B-^-naV A^o 
'^maibA 

SLaa^C'¥'{n^ i ) aVB^ 2nadA:=LO 

— 2ma'cA 

3aa'jE7-f.(/w-a)aJ'C-h' (2«-Hi)ac'5-f- inae'A'no 
'^{M^ai)a!bC'h{n^m'^i)bb'B'^{2n — m)bc'A 

— {%m^'i)a!cB'¥^{n^2.m)VcA 

— ìma!eA 

4aa'F-f.(/M-3)fli'£-f-(iìn-Ha)ac'C-fr- (3n-^ i )ae'B'^ 4nafA:=so 
-(w- 3)a'*£:H-(/i-m-*.a) WC^(2yi-in-H i )4c' J5-h.(3»- ot)A«?'^ 

-(2/w-a)a'cC-f-(/i - a/w-H I ) J'cJ5-+-(a»- aw)cc'-4 

— (3ot— i)a'€5-+- (n— 37»)i'éu4 

- Ama'fA 
ec. 

In quest'equazioni i coefficienti numerici dipendenti da n ed 
m verticalmente discendendo diminuiscono della quantità Tt-w», 
andando orizon talmente crescono della differenza n-^i ; nel re- 
sto la legge è chiara . 

Altre volte torna conto di passare fino ai differenziali se- 
condi . Così per esempio se dobbiamo svòlgere in serie la quan- 
tità cos.x , ponghiamo 
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C08.a7=ii-f-^a7*-*-J5j?*-4-Cx •H7ec. 

e differenziando due volte avremo 

— cos.a:=a^-H34RF»-f-S.6Ca?*-*-ec.=— I— ^a;»— JBd?*— ec, 

e quindi .4=— —, J5=i -^-T» <^= r4xT-> ^^"^® " *^ ^'^^" 

tra parte. 

iig. 

Passiamo adesso a veder l'uso del Calcolo Differenziale nel* 
la teoria delle curve. Sia data (Fig: 3.) la curva AMN riferita 
all'asse AP per mezzo delle coordinate rettangole APz^x , e 
PMzzy, Prendiamo PQ=A^, ed inalzando dal punto Q l'ordi- 
nata QN, e dal punto M tirando MO parallela ad AP avremo 
NChzzNQ'-MPzziày . Si conduca la retta MN, la quale pro- 
lungata incontri 1* asse nel punto S , ed MT tangente della cur- 
va nel punto M. Mediante i triangoli simili MONy SPM sarà 

NO : OMzzMP : PS , cioè :^=r ^ . Se MO vk continua- 

, j Ar 

mente diminuendo , il punto iV anderà sempre aècostandosi al 

PT 

punto M, ed il punto S al punto T; dunque sarà il limite, 

al quale va approssimandosi il valore di^ — . Ma ^ è il limite 

d. Ax j PT dx . j.T .^ ^ nm^ y^^ 

i j-- ; dunque — •= -r- , e quindi la sottangente PT è =: '^j- , 

€ Iti tangente MT=\/{MP"^ PT ):=3l/-(^^^-^-rfy ^) . tirata 

dy 
la retta MK perpendicolare alla tangente, sarà PK ^ che si 

chiama subnormale , r z^^ n 2LZ , e la normale 

i?r dx 

J»fir=j/,(P/f Vpm")= yi/Jd^'-^y') . Se chiamiamo s Tar- 

I dx 

co AMy sarà l'arco Jl!fiV=A^; e quanto piii Aa? diminuisce, 
tanto più il rapporto ^ si accosterà a quello della retta MN 

divisa per Aar, cioè a ^^ ^ "^ J ) . dunque prendendo i- li- 

•■■*r 



i*r 



\ 
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miti avremo ^ — ì/Jd^'^'^y^ ^ e ds^^^dx^^^y^). 

dx dx 

MP 
Siccome ^-^ è U tangente dell'angolo, che forma la ret- 
ta MT con l'ascissa, ed •j^±:^, sarà ancora -j^ la tallente 

dell'angolo MTP. Se ^=o, l'angolo PMT (Fig. 4.) sarà ret- 
to^ e la tangente MT parallela all'asse AP. Questo succederà, 
quando al punto M corrisponderà una ordinata PM che sia un 
màssimo o un minimo^ cioè che sia maggiore o minore delle pre* 
cedenti e delie seguenti ordinate. Per ben comprendere come 
CIÒ succeda, sia j' l'ordinata che corrisponde all'asòissa ^-4-0,. 
ed y quella chB appartiene all'ascissa x— o, suppósta o uìia 
quantità piccolissima. Avremo pel teorema di Taylor 

'' '' dx ndx^ a.dax» a.o.4«x* 

n dy d^y , d^y ^ d^y 

'^ -^ dx fàdx^ a/ódx^ a.ó.^x^ 

Ora acciò j sia maggiore di y' insieme e di y , o pUJne tnibore 

di y e di y , convien che sia ^ =0 . Posto ciò sarà . 

^ -^ a dx^ :k''òdx^ sk.o 4 dx^ 

^ '^ ' a ara a.daa?» a.0.4»^^ 
Se ^-^ è una quantità positiva, sarà y minore di y' è di y", e 

d^T 

perciò un minimo, se — ^ è negativa , y sarà un massimo: in- 

fatti per la piccolezza di o in paragone di — , -r-^ svi^niscono 

tutti 1 termini seguenti . Se -7-^ e =:o insieme con — senza 

^ dx^ dx 

d^ Y • 

che svanisca -r-=^ , non vi sarà né massimo né minimo, essendo 

dx^ 

y maggiore di una e minóre dell'altra delle quantità y' , e y 

mir d^y . 1 d^y ,* 

Ma se ancora -7-^=0, avremo un massimo quando ^—j sarà ne- 



n ^ 



.> 



,* 



\ 



i 



I 



i 
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{gativa, un minimo' quando «ari positiva, e coti in seguito. Gè- 

seralmente, se svanirà un numero pari delle quantità ~ , 

-T-^t ec. , non vi sarà né massimo né minimo; se ne svanirà un 

numero dispari, la quantità y sarà o massima o minima. Sicco- 
me una qualunque funzione può rappresentarsi per l'ordinata 
di una curva , così il metodo de'massimi e de'minimi è di un 
grandissimo uso in tujtta la Matematica . 

Passiamo alla ricerca del raggio di curvatura. Sia (Fig. 5.) 
una curva qualunque BDF circondata da un filo ABDF, il 
quale abbia una dell' estremità fissa in Fy e l'altra sempre tesa 
lungo la tangente BA. Muoviamo l'estremità A tenendo il filo 
«empre teso , e svolgendo la curva BDF; è chiaro che il punto 
^ descfiverà con questo moto una curva AHK. Ciò posto la 
curva BDF sì chiamerà V evoluta della curva AHKy e le par- 
ti rette AB^ HD^ KF Ae\ filo si diranno i raggi àtW evoluta ^ o 
raggi osculatori , o raggi di curvatura della linea AHK • S' in- 
contrino due raggi osculatori DH, FK nel punto 5, e preso S 
per centro si descriva col raggio SMzzi l'arco di cerchio MN. 
E evidente, che quanto più il punto K si accosta al punto iif, 
tanto più il rapporto tra l'arco MN e l'arco HK della curva si 
accosterà al rapporto che vi sarebbe tra il medesimo arco MN^ 
ed un altro descritto dal punto S come .eentro col raggio SH . 
Pra questo rapporto non è che qij^lo di i : SH. il quale va 
continuamente appros^imajj^iOsi/Q rappoìrtp i ? DH > Quindi il 
rapporto dell'unità al raogicNdi curvatura é il limite del rappor- 
to tra 1 angolo MSN ^ e Farco HK della curva. Si osservi che 
l'angolo MSN è eguale all'angolo AZK meno l'angolo AVH, 
cioè l'angolo MSN è la differenza finita dell'^tfngolo AVH^ es- 
sendo HK la diiFerosza finita di AH,^ Dunque se chiamiamo 

R il raggio osculatore DH^ sarà -^ il limite del rapporto 

LAVH ,. , . ' „ Atr ^ d.AVH 
. ■ .^ » e chiamando perciò s i arco AH avremo -^zz — t . 

Per togliere là difficoltà che potrebbe nascere dell'aver noi so- 
stituiti gli angoli agli archi che ne sono la misura, si Qsservi 
che nel cerchio del raggio zz:i è la medesima la differenza finita 
ed il medesimo il differenziale tanto dell'angolo quanto delFar- 



<^ 
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co che lo misura. Posto ciò se. prendendo AP per l'asse delle 
ascisse riferiamo la curva AH alle coordinate ortogonali ^ ed 
y , avremo ds : dxzzi : sen.AFH ^ ds : dyzzi : cos.AVH , e 

d d — 
• j- ^ j AT7TT d,$en.AVH ^^' ds ., « dy 

qumdi «ara d.AVH= ^^^^^^ =-^7" ' * ^"' ^^ * 

M<5?r I , dx dx *dx * . j . 






3 



=z — — - — ; — i — . Ponendo per 1 i-i- -. — - 1 
, dr ^ V dx^f 



n 



ds^ 



dy \ dx^f dx* 

' dx 

svremo ancora R^z — ; e .finalmente se si osserva che 

djc 

-^sd — 
è altresì d.AVH-zz^^^ — TFr? — ^== > " ^vrà quest'altra 

^^^in» /v» 

es|)re8SÌone jR=: — -— . . OrcMnariamente si sogliono distinguere i 

d^ * ^ 

^ ds 

casi della curva ^/flSòncava o convessa verso l'asse AP^ e per- 
ciò si dà il doppio segno al valore del raggio osculatore; ma 
questa considerazione è inutile, perchè il raggio osculatore deve 
sempre cadere dalla^ parte concava della curva, come apparisce 
dalla costruzione precedente. -^» 

Quando una curva AFK (Fig. 6.) è in parte conciate in 
parte convessa verso l'asse AP ^ il punto F che «epara la parte 
concava dalla convessa si chiania punto di flesso contraria , 
quando la curva giunta in F continua il suo corso verso la me- 
desima parte, si chiama pùnto di regresso (Fig. 7.), quando la 
curva si rivolta indietro dalla parte della sua origine.. Nelle 
curve^ che hanno un punto di flesso contrario > T ascissa AP 
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f!T€«cendo continuamente la retta ^r cresce essa pure, finché 
il punto Pcada in E sotto il punto F dì flesso contrario, doj>o 
di che essa va diminuendo: onde AT esscudo riguardata come 
una futizione dell'ascissa deve diventare un nmssimo AL quan- 
do il punto P cade sul punto cercato E. Nelle curve che hanno 
un punto di regresso la retta AT crescendo continuamente, 
l'ascissa AP cresce finché il punto T cada in JO, dopo di che es- 
sa va diminuendo; quindi AP essendo riguardata come una 
'funzione di AT deve diventare un massimo AE , quando il 

punto T cade in i. Ma -475=^^ -%rj dunque sajrà 

■^ -Isso nel primo caso, e —^^ =0 nel secondo, e 



fw-') 



yd^y ^^ _^xV— . 



dx 



posto ^/jT costante, — . ^ r=o,opuTe "{^ sso. Sia iìyzrpd^i 5 
l'equazione della curva,' ed avremo noi putito di flesso contra- 

"^ J5^^^' ^^^* 5^^^' ® £^^^ '^^^ ^^^^ ^* regresso . 
Si osservi però che qui hanno luogo in tutta l'estensione quel'- 
le riflessioni, che abbiamo fatte di sopra intorno ai massimi ed 

ai minimi, cioè affinchè l'equazione y^zzo dia un punto di 

flesso, conviene cheil valore di jr ricavato da questa equaziocu' 

d^ Y 

non faccia sfvatiire -r-^ , o se questa quant^ svanisce, jsvanisca- 

• o * Y d^ Y " 

/altresì ^r; ^oa svanendo. ^-7 , e così in seguito * 

Mostriamo adesso l'applicazione delle cose esposte a qual- 
che caso particolare. Sia la curva AMN (Fig. 3.) una parabo- 
la, alla quale si voglia condurre la tangente MT, L'equazione 
della parabola è j-'zraax ; dunque sarà ydyziadx^ e la sot- 

tangei^te ^^7- == — urao?:^ al doppio dell'ascissa . 

Siala medesima curva una iperbola, espressa dall' equa- 

^ione y«=-^(a?*-f-aaa?); avremo ydyzz — {a7-Ha)rf^, e In sottan- 

Tom. II. 7 
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gente PT= t-—^ r=: , ed AT^r, , e facendo x iti- 



ax 



finita ^Tz= — =:a . L'angolo ATM ìia per tangente 

-j^zr — -i i , che Vliventa — =r— , allorché x è infinita . 

«^ ù\/{x^'¥-2.ax) \.: ^ ,\, ax ■ à • 

Dunque «e preti4iama\^fr=a ; e'^di) punto ^ alziamo sulla lì- 
nea aeUé4|LSCÌ«se la perp«]^i#olare ÀEzdb^ la retta HE prolua- 
gata sàfi^uJa^tSilgeote ad un punto infihitatoebte lontano deìTiit 
perbola/dio.è non incontferà niai la ciurva» quantunque conti- 
nuamente vi si-acìDosti, o pure sarà il di lei asintoto. 

Sia proposto di trovare la massima o la minima ordinata 
nell'ellisse, ohe ha per equazione a«3c*2:i^(a*— a?»), le ascisse 

partendo dal centro. Avremo 2Z=^ — f^zr— f =0 , 

dx a^y a|/(aa— ipa) 

cioè xzzo\ e siccome ,=-ìLs&-^ — ^ --. è ne^ 

dx^ a]/{a^'^x») £ 



a 



a(a»— or*) 

gativa nel caso di azze, l'ellisse avrà la massima ordinata cor- 
rispondente all'ascissa x:zzo , cioè nel centro. 

Si debba dividere unfi quantità a in due parti in modo , 
che il prodotto della prima parte elevata alla potenza n nella 
seconda inalzata alla potenza m sia un massimo o un minimo • 
Chiamata x la pr^ma parte , aarà a^x la seconda / e perciò 

X (o— x) la quantità , che ^ev,% diventare massima o minima : 

. TI/ ^m 

dunque — , — 1 i — zznx . (a— a:) — mx {a*^x) - =ro, cioè 

dx 

n{a^x)~^mxz^t ^ ed x=: ^ . Supposte m tàn positive la se- 
conda differenza è negativa ; dunque il prodotto sarà un massi- 

j -i j ^. na ma 
mo , quando le due parti saranno , . 

Cerchiamo il raggio osculatore del circolo, il quale ha per 

equazione r^zzzax^^x^ . Avremo ^zz — : — '^ , 

^ ^ dx [/{jiax^x^) 
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^*5^) = j, eqmnd. 

ifcr -f-X.:sa, cioè il raggio- o^Qulatore è in <{tialunque 



te 



punto eguale al maggio del cerchio, lo che riduce J- evoluta ad. 
un punto selo, che è il cèntro. 

Si voglia il raggio osculatore della paiiaibola (Fig. 5)'Ohe^ 

ha per equazione y^-zz^ax. Avremo,-— = — ^ — , ' 






e 



i 1 

a 



quindi /irr i^ — —L : ..^-^ — i — -^-^ . ove facendo x=ro 

abbiamo Rizza ^ e quindi la retta AB::zia. Se vogliamo l'equa- 
zione dell'evoluta BD, tiriamo sull'asse AÉ la perpendicolare 
DRy e la perpendicolare DE sulla retta IfA prolungata, e sia 

BRzzU, e DR=zzu. Sarà PFzr^fiza, e perciò 

Jffrrq/(aaarH^«) ; ed i triangoli simili //PF, /f£;Z) ci da-' 
ranno HF : HDzssPV : DE^ax-^ y PV : DE=HP : if£ 

=V^I^-t. ^^^^5 . Ora abbiamo DE=BR-AP-^AB , ed 



BEzzRD^HPi dunque fc=3jr . »--^^^°^ , cioè a7a«»=8/»: 

a 

e perciò l'evoluta è la seconda parabola cubica. 

Se si propone di trovare il punto di flesso contrario nella 

curva, che ha per equazione yzzz^^LJ^ H — l , avrenao 



or— a 
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I 

dx (a?— fl)*|/^2tfa:— a;*) £^x» (a:— a)»(aaa7«<— j?^)(/'{aax— x^) 

E= • ■ ' . Quindi laceoQo — -Lzso otterre- 

(j:— a) * (aa— :r)|/(aa:r— X*) dx^ 

mo l'equazione x*— 3a*=o, cioè jKz:dM|/'3 , de' quali valori ifc 

^^olo xzzal/ò corrisponde al punto di flesso contrario . 

Cerchiamo il punto di regresso nella seconda parabola cu*^ 

bica., che ha per equazione y^zzax^ . Sarà iji essa 

i^ _^ I 4 

\À^t] dy 2 6 ò d^r a 3 5» r j^^* 

1^ » -~=:-^a X , e -7--=: a x idunoue facendo -r — rso , 

. dx ó dx^ 9 ' ^ , - aaj- 

C|»frj avremo jrrso , ? perciò il punto cercato è nella origine delle 

•' I \ ascisse . • • 

Per non ritornar più sulle medesime cosa, accennerò bre- 
vemente i principj , dai quali %i deduce la quadratura , e la ret- 
tificazione delle curve. Sia data (Fìg^) una curva AMN con 
le coordinate APznx ^ PMzziy ^ e posta PQrzAj:, e tirata la ret- 
ta MN , e la retta MO parallela ad AP ^ sarà NChzày. Sulla 
retta AP con un lato costante AB , che si prenderà per l'unità , 
si descriva il rettangolo ABLP, e si prolunghi la retta BL in 
K, Se chiamiamo E lo spazio AMP y sarà lo spazio curvilineo 
PMNQz=AE, il rettangolo PLKQzzxy^^xzz!^ ^ ed il trapezio 

rettilineo P3fiVQ=;:Ì^^^=Ì^Aj?. Quanto più.il punto N si ac- 
costa al punto M ^ tanto più si avvicinano ad essere eguali i 

du9 rapporti —- , — IL .. Dùnque prendendo i limiti di que- 

sti rapporti avremo -r-=ij, e dEzsydx. Quindi se cerchiami 

quella quantità , di cui il diiFerenziale èydx^ avremo il valore 
di £, cioè la quadratura dello spazio curvilineo APM, Questa 
ricerca appartiene al Calcolo Integrale , di cui parleremo in 
seguito. 

Per la rettificazione ^eWe curve abbiamo, com'è stato det- 
tQ di sopra, dsz^/(dx^-^y^) . Quindi quella quantità, che ha 
per differenziale |/(rfara-f^yJ»), ci darà la lunghezza deirarcoj. 

gupponghiajno adesso che la curva AMN (Fig. 8) si rav- 



* 
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volga intorno Tasse AP, e sia S la gaperficie descritta con que- 
sto moto dalla curva AM. Se indichiamo per p ihrapporto del- 
la periferia del cerchio al diametro è noto che la superficie ge- 
nerata dalla corda MN è =p{MP^NQ)MN 
=;:y(aj-4-Aj)p/(Aa'a-f-Aya) , e quella prodotta dalla retta LK è 
zzisipAx a motivo di LP=zABrzi ; quindi il rapporto di quelle 

.due superficie sarà 5^^~^/(Aa:»-+-Ay*), ed il limite di questo 

^ • • 

rapporto sarà z=:tklLJLl^I^llj . Ma quanto più il punto N si 

accosterà al puntò Af , tanto più il rapporto precedente si acco- 
sterà a quello delle superficie generate dalla curva MN ^ e dal- 
la retta LK yì\ qual rappòrto è = — ^, ed ha per limite ■■■ . ' , 

dunque avremo €/5=:^;y|/'(rfa7*-Wy*) , la qual formula serve a 
trovar la superficie di ogni solido di rivoluzione. 

Poste le medesime còse chiamiamo 2 il solido generato ^t 
lo spazio AMP^ e sarà AD il solido prodotto dallo spazio curvi- 
Jineo PMNQ . II cono troncato generato dal trapezio rettilineo. 

c:;;^rr-(3r*'4-3jAj-HAya), ed il cilindro nato dal rettangolo 
PLKQiirpAx; quindi il rapporto di questi due solidi è 

2;;-::: •'■^^^ ^ — , ed U limite di esso e =y» . Ma questo rap- 

. porto, allorché A^ diminuisce, va sempre più accostandosi à 
-^, che ha per linfite — - ; dunque eguagliando questi due li* 
jfniti avremo per la misui'a de' solidi" di rivoluzione la formula 

119. 

Nel dedurre il differenziale dì una funzione dalla differenza 
• finità abbiamo trascurate le potenze di A^, Ay, ec. superiori al- 
la prima , in modo che essendo 

A«i=^ AaM-^Ay-4-CAir a-f-J9 AxAy-f-^ Ay a 
-Hi^^Ad? 4 -*.G Aa; » Ay-*.i/Aa:^ * Hri A j * li- ec . 
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Abbiamo detto essere dzi^Adx-^Bdy , Questa regola genera]^ 
arìimette una eccezione: sia zzzo l'equazione di una curva , la 

quale differenziata alla maniera solita ci dia ^^^3^-^, se alcu- 
ni valori particolari di :r ó di jr rendono A e B eguali a zero 
nel medesimo tempo, avremo in questi casi ^= — » cioè sarà 

d'Y 

-^ sotto una forma indeterminata, che non c^insegna qual sia 
il suo valore. Data per esempio Tequazione 

a(j— i)»— ar(:r*-a)*=:o avremo ^= : tt ^, ed è chia- 

ro ^e la supposizione di az^a^ di yzizJb rende nulli i due ter- 
mini del rapporta -~ • Per trovare il valore di y- in questi ca- 
si, convien riflettere che^ quando A e B sono z^o, la differenza 
finita diventa ^ 

Ajj=:CA^«-f-I?Aa:Ay-H£A3r^-4-FAa?*-*-ec. , 
é quindi dzir,Cdx^^¥'Ddxdy-^Edy^ . Nell'esempio precedente 
prendendo la differenza finita dell'equazione fl(y-i)a-a7(a?-a) "irò 
troviamo l'equazione aa(j— i)Aj-i-aAy*— (3d?— a){Tr-«)Aa? 
— 2(^— a)Aar* — a:Aa?» — Ax^zzo, la quale supposta xzza, o f^y 

diventa ~-i=:n , e quindi prendendo i limiti abbiamo 

j-^=i ; dalla qual' equazione ricaviamo due valori di ^, 6ioè 

I , e —I 9 e perciò n^l punto, ove onra, puamno necessaria- 
mente due rami della curva, ì quali hanno una tangente diver- 
sa , cioè quél punto è doppiò . . 

Potrebbe avvenire, ch^ alcuni valóri particolari di x^ e 4i 
y rendessero nulli nel medesimo tempo non solo A e B^ ma an- 
cora Cy Dy eà E . In ti\ caso l'equazione delle differenze finite 
sarebbe A2Ji=FAir»-HGAa?«Aj-f-fjrA^Aja-i-JAj»-+-ec., e quindi 
dzrzFdx^'^dx^dy'-h'Hdxdy^^dy^ . Se per esempio, avremo 
l'equazione y*— aa:y*-f-ia:*=o , T equazione delle differenze nel 
^ caso di acro sarà Ajl|-— aA^rAj^-^^Aar'z^c , e quindi 
dx^ a dx . , dx . ^ , . . /a y/a * 

i quali indicano che il ponto in questione è un punto triplo. 
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perchè pa88àno^{>er efso tre rami diversi di curva . In generale il 
grado di moltipli^ità di un punto sarà l'idtesso, che il grado del- 
la equazione difFq^enziale . Se questa equazione avesse qualche 
radice immagr^arta, vi sarebbero tanti rami di curva invisibìli , 
quante sono le radici immaginarie: i punti, ne' quali ciò succe* 
de, sono staccati dal resto della curva, e si chiamai}0 punti con- 
jngati. La medesima equazione avrà delle radici eguali, al- 
lorché ne'punti in questione più rami della curva si tocche- 
ranno . 

Data una curva facilmente potranno ritrovarsi i di lei pun« 
ti moltiplici, se ne avrà. Sia zr=o l'equazione della curva; pren- 
dendone la differenza finita facciamo Azzo, B^o^ e la curva 
avrà tanti punti moltiplici, quanti sono i valori di y dedotti da 
quest'equazioni, che con i valori corrispondenti di x soddisfano 
no all'equazione zrzo . Per giudicare della nooltiplicità di que» 
8ti punti si osservi, che il punto sarà doppio se i valori dedotti 
dall'equazioni AzzOy e Bz^o non soddisfanno che all'equazione 
iszzo; sarà triplo se mandano a zero anche i coefficienti C, X), 
E ; quadruplo se fanno inoltre svanire le quantità F, G, Hy /> 
e così in séguito. 84 cerchino per esempio i punti moltiplici 
della curva, -che ha per equazione y»— x*(a;— i)*^oi L'equa- 
zione delle differenze sarà; 

Sy » Aj— A^ a (jp«. I )(5 X— 3) Aa'-+-3yAy a*-( I oa? « — I arr »H-3ar) Ax ^ 
^.É^Aj'— (ioa?"— 8a:-4-i)Aa:»^5a7— a)Aa^*-^Aa:^r:o . Facciamo 
3j^z=o, a?*(a|--i)(5a:'^3)s30, ed avremo yzso, ed <cz^o^ rezzi, 

3 -3 . 

crrz— ; de'qualivValori il solo xz;:.-^ iion soddisfa aireqnarione 

- O * • *. :- . . 5 ' ^ ^ 

della curva, l) pux4o corrispondente alle coordinate ^trzi , ed 



jiiro sarà doppio, ifta quello che corrisponde alle- coordinate 
azze, ed jrzo sarà triplo., perchè qilesti valori di a; e di j fan- 
no svanire i coeflGoienti di Ajr* , e di Ay» . 

-u Supponghiamo adesso che sia 4ataT equazione differenziale 
Adx^^Bdyzzo ^ e òhe qualche valorcjdi a; e di j renda nulli nel 
medesimo ^t/àj^ ì. valori di'^'jé di .^^Per trovare in questo ca- 

«o il valore di -f-, converrebbe che ék%vesse T equazione finita 

tra a?. ed y, dalla quale ^i dedurrebbe l' equazione delle dif^ 
ferenze -finite ; 

^ Ax^jBAy-+.CAj?a-4-i? Ax Ay-+.irAy^-»-FAar « ^ec . zzo ; 



*% 
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e quindi, allorché A e B svaniscono nel Biedesimo tempo, ti 

dv • — 

avrebbe il valore di -j- dato dall'equazione 

« pure dairequazione 

quando E^ D, C, B, ed A svaniscono insieme, e così in «©- 
guito. Bisogna dunque trovare l'equazioni (a) e (b) ec. , quan« 
tunque non sia data l'equazione finita tra x eA y . Sìa pertanto 
F{Xjy)zzo l' equazione, cHa differenzi ata ci darebbe 
Adx-^Bdyzio}, ed avremo pel teorema di Taylor 

Fix^x.^ y^£y)=zFix^Ax , y)^Ay(i3f:ì±tiyl^ 

Ay«/Ì».y(ar-f.Aa:, v)V Ay Vrf». JTar^AxfJaèk- ^^ 
2, \ dy^ J a.SV dy^ I 

e pel medesimo teorema 

-♦- 1 i — ^ J-H ec. 

'Quindi sostituendo di sopra questo valore, e ponendo perpiii 
semplicità jP in luogo di jP(jp, j) avremo 
JF^x-^àkX ^ y^ùiy)'^F(x , j) , * cioè 

iì \ dy^ f n \dxdy^ ) 

I^UÌAdi l'equazioni (a) , (Ì), ec. saranno 



^c. 



"^^ 
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Ma r equazione difFerenzìale (^iix-*-(jr\dy^o deve combi- 

f -;-)zrM.B. Adesso T equazione {a) si deve usare quando A e B 
sono insieme eguali a zero; avremo duBque in questo caso 

e sostituiti questi valori l'equazione (a) diventerà 

Se oltre ad essere A e B eguali a zero^ anche i t<^mini di que« 
sta equazione tu*tti svaniscono , cioè se 

( — W (.^^^s: ( j-)= ( "T" F=^ > dobbiamo passare all' etjoazione 
(A) , ed in questo caso avremo (-^^zzMI-^J , 

/- — JzzMi-T— j-l, e V equazione (è) diventerà ' \ 

"~ *(^M2^)''-"''"*(^'''"=°: . 

e così in seguito. Adesso è facile il vedere, che .l'equazioni (a) , 
(b)y ec. nascono dalla continua differenziazione dell'equazione 
data AUx-i^Bdytzo nella ipotesi di dx e di dy costanti . 

Si può quindi trovare il valore di una funzione di ;r e 

di y^ la quale diventi — in gualche caso particolare. Si faccia 

questa funzione =^;r-9 ^ mediante la replicata difFer^nziazìone 
nella ipotesi di dx e di dy costanti sì otterrà il ricercato va- 
lore di ~ . . 

Si cerchi per esempio il valore della frazione .^ ^ — , 
Tom. JI. 8 



i 



58 ELEMENTI 

quando x ed y sono sso . Si ponga ' "" ^^ » ^*^ 
(aj— aJa;)rfa?— (3j— aa:)rfj=:o , e differenziando avremo 
adxdy'^^bdx^'^idy^'i'^idxdyzzo , cioè 3 x^— ^^^ -*-air=o , e 



quindi |=f3d|!z:É^ . 

' Si TOglia il valore della frazione ,, , ^-^"^ '""^ quando 

a?=:o, ed^yni. Ponendo questa frazione = -p avremo 



dx 

(3(y— i)*— ^rx*)tìf3r— (a<2a7(y— i)— 4^^«)rf^r=o , e differenziando 
due volte 6{y'^i)dy^'^^axdxdy'^%a{y'^i)dx^-^i2Ìx^dx^'ZZ0 y 

e 6dy*'^6adx^dy'^2^4^xdx^zzo , e nel caso di xzzo, 

dy^ dv dy * • j y 

TT ■"* "i^ 2CO, cioè -^ avrà i tre valori o, l/a, — i/n, 
<fe» dar ' S a— l/fà^^*^») 

Si cerchi il valore della quantità ^^ ^ L , allorché 

orro . Facendo questa quantità =;r- avremo 
a:^rf;y~arfa7— rfa7{/(<z«— X*) e differenziando 
zxdxdyzz ^ , cioè -2:z:: quando xzro, 

Tfc ^ «11 "I. I— sen .T-4-co8.^ j X 

Per trovare il valore di , quando a: e un an- 
se n.:r-+.co8. a:— i * 

golo di 90. gradi, avremo (i— sen.arH-cos.ar)^^? 

=z(sen.ar-HCOS.ar — i)dy , e differenziando — (cos.a:-*^8en.ar)rfj7' 

:zz{cos,X'^sen.x)dxdy , e quindi -/-=i , allorché xzzgo^. 



dx 



X 

X —-a? 



Fina[lmente per ottenere il valore di = quando 

X ^ 

37=1, abbiamo (a; — ar)tìfa7=z(i— a7-4-log.a7)rfy, e differenziando 
(j?^(i-4-log.x)--i)rfx^=:r—-l.iìrfa7fi?3r. Ma siccome la supposizio- 
ne di orzri fa svanire i termini di questa equazione, differenzia- 
modi nuovo, ed avremo (a? (i-*-log.a?)^-»-^ )dx*='-''-^dx^ay, 
e quindi ^ =—5. allorché \a:i=i . 
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Di qui 8Ì vede generalmente , che quando il numeratore ed 

A 
il denominatore di una frazione -^ svaniscono nel medesimo 

tempo y essendo A e S funzioni di una sola variabile x^ il vaio* 

tfìi j 
re della frazione per questo caso è rappresentato da . ' - 9 ove 

dr è il primo differenziale « nel quale il numeratore d ^ ed il 
denominatore (^B non svaniscono insieme, 

120. 

Passiamo adesso a mostrar Fuso del Calcolo Differenziale 
nella risoluzione delle funzioni fratte. Se una frazione è ridotti^ 
tale 9 che il numeratore abbia minor dimensione del denomina- 

A 
tore 9 essa si può risolvere in tante frazioni della forma - ^ ^ ■ » 

ove j4 è costante, qjuanti sono i fattori diversi a-t-&x del deno- 
minatore. Infatti se si prende la somma di tutte queste t)arziali 
frazioni , il denominatore della quale sarà eguale al denomina* 
tore della funzione data, dal paragone de' numeratori si potrà 
dedurre il valore delle costanti A. Così se fosse data la funzio* 

i-*-aar i-najr A E A'^{A'^B\x 
ne --; , avremmo -r ; =z — t- =: ri- , e quin- * 

rr(i-4-jr) ar{j-4-^) x i-4-Jr x(i'-¥'X] ^ 

di Apzi^ A'^B::saky cioè Bzzi. Ma queste /razioni si potranno 

P 

più facilmente trovare nel modo seguente . Sia jr la funzione 

A 
data, e si debba trovare la frazione parziale -— T"> ^^^ ** deve 

al fattore /i-h£x » supposto che Q non abbia altri fattori eguali 
ad a-nftx'. Sia Q=:(a-J-iir)5, ove S ra^ìpresenta il prodotto degli 

P A R • 

jiltri fattori del denominatore, e ponghiamo r^sr ■ / ' *♦- -n-: ri' 

1 j , j . j . -, P AS'^R(a'¥4fx) 

ducendo al medesimo denominatore avremo -7? = — 7 ; ,>, - | 

Q ia'^bxìS 

p _^5 

e quindi /?=: ; — . Siccome R dev'essere una funzione inte- 

^ a'-^x 

ra, converrà che sia P'^AS divisibile per ù'^Xf e perciò 
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P — ASzno posto adiamo . Avremo dunque ^ss-^zr 

facendo a-HÌar=o: ma il numeratore ed il denominatore di que- 
sta frazione svaniscono in questo caso ambedue; dunque 

"" dO "^""37>" iacendo dopo la diiierenziaziooe 

a-HÌa:=o, cioè 07=—-;- . 

b 



I — ar— T » I — ar— jr « 



Sia proposta la funzione fratta — -, r^ r , 

la quale si debba risolvere nelle frazioni — , , . Avre- 

^ X i-t-j: I— jc 

ino Azz — — » — ^ facendo x=:o, cioè ^z=i ; Az:z ^ — fa- 

cendo orzz— i , cioè ^'=— i ; A*:^ ^ ^ — ^ facendo a:=i , 



cioè -4"=:— 1 , e perciò le tre frazioni cercate saranno— , •-- 



e — 



I 



Se il denominatore Q contenesse più fattori eguali ad 
a-f-ior, nella quantità ,^ il denominatore flfQ avrebbe il me- 
desimo fattore a^Xy e quindi risulterebbe Azn^y cioè più non 

ai potrebbe adoprare H metodo precedente. Ma in tal caso si 
considereranno insieme tutti i fattori eguali , e ciascun fattore 

{ar¥Ìx) ci darà le frazioni parziali 

A A' A" . ^^""'^ 



(*+*x)'* (a^xf^^ ia^x) 



• • • • 



Sia 



dunque Qzzlii^xV^S , e /„ ,\ 

P j a\ A' ^ A' ^ ^4^ \?:. 

(a^bx) (a^x) (a^x) 

e sarà 

P^S{A^A[{a^x)^A"(a^xy ^A^'^'^^\a^xf^ ) . 



(a^x) 



n 
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Ora dovendo essere II una funzione intera, ed S tfon essendo 
divisibile per a-t-èx , conviene che la quantità 

^^A^A'{a-ax)^J"{a^x)'' .... -^ (""■^^(o^a?)""^ sia 

dÌYÌsibile per (a^x) . Dunque questa quantità , e le di lei 
differenziali fino a quella dell* ordine n— «i inclusivamente do- 
vranno svanire nella ipotesi di a^i^bxzzzO. Avremo perciò 

P P • 

--.— ^r:o , — — i-^'zro , — a J » A^zzo , ec, , cioè 

S dx dx^ 

P ' P P 

^=»^, ^'=— r , ^"= _-JL, ^'"= _Ì_, ec. facendo do^ 

^ bdx a.b^dx^ 2.,Sb^dx^ 



pò le differenziazioni x=:— -r • 

Sia data per esempio la funzione — -r j-. ; avremo 

P^_^ I j"^—. ^xdx .^ P^__ 2,dx ^ &.4^i'dx''* 

quindi ^=:;i , y4'=o, .^"r:— i , tjioè il fattore ar» ci darà le due 

frazioni parziali — r — — . 
* x^ X 

Se il denominatore Q avrà più fattori immaginar], è noto 
che due di essi danno il fattore reale di secondo grado 
a» — 2,abxcos.(p^^x^ . SuppongKiamo in primo l.uogd, che que- 
sto fattore sia-solo , cioè che non ve ne siano in Q altri eguali 
ad esso» aarà la frazione , che a lui conviene, 

jI'^Bx 
•t r-^: — - — 7- — . Per determinare ^ e £ si osservi, che 

P__ P . A-^Bx R 

^ "~ /S(a»— aaijj-cos.^-f-^^^r») "" «a— .2fl^a7C08.(^-+-^aar* S^ ^ 

di iZ=:-^ ■ ^ , — -- , e poiché R è una funzione inte- 

ra, sarà P'^A^hBx)Szzo allorché a^'^nabxcoò.f'^b^x^zzo. Ma 

Szz • '' i T — T^ — - ; dunque nel caso del denominatore :zzo 

a»— aatoco8.^-4-p«^a ' m 

sarà il valore di S:=:-r-r: K yrr'» ed in conseguenjsa avre* 

[i^o^X'^siabcoi.^ldx ^ 
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«0 P-(^+B^)j^;p^2::^S;i:^=o facendo 

rr=:~(cos.</5dii/-i8en.9^). Mediante questa sostituzione diventi P 

b \ 

^plla fnrma P'±P"i/— I , e ^'—^t r- della forma 

della torma ^=r y * , «= (a^ajc-^aa^cos (^)(/x 

Q'd:Q''|/— 'I , ed avremo le due equazioni 

P'-F'j/-i--(^H.5^.cos.?)-i/-i8en.i^)(Q'--<^V-i)=0 , 
dalle quali ricaveremo i ricercati valori di -4 e di 5. 

Consideriamo nella funzione ^,/.^^a\ ^^ attore ì-hjp* , 

ovet<»r:i , J=i , e cos.^o ; ^=3a:»-*-5ar* , e quindi l'equazio- 
ne i—(^-t-B:r)?^=^^=o. Posto i-4-rr«=ao, cioè «=d:|/;— i 
questa equazione diventerà i— (-<4d:B|/— i)(q4/— 0=0, dalla 
quale si deduce AzzOy e J5=i • Quindi la funzione ^,, ^^^> si 

risolve nelle frazioni — t — — 



ar3 a; ' iH-x^ 



Abbia in secondo luogo il denominatore Q il fattore 

(a*— aaJa7C(rs-<?i-+-i*:r")'* , e questo fattore ci darà le frazioni 
A^Boo AWTfx ^ 

(a2—2a&a?cos.^-HÌ*a:") (a*»— 2aijpcos. ?>-♦-& *.t*) 



• • • • ~^^ ^^"""^ .^«^M^i^»— •»■ I ■ ^ 



, ^ , ^ -^ ovw— a a*— 2aAa:cos.?J-4-Aaa7a 

(a^ — 2a&j?cos.^-H^*x*) 

e si troverà come sopra che la quantità 

L — ^-.jBa7-.(^'-HS'a7)(aa— 2aJarcos.?544ax*.) 

-— (.4"-f-B"^)(a»— 2aJTC08.<;J-4-Jaa:»)»— ec. dovrà svanire essa e<J 
1 suoi differenziali fino a quello dell'ordine />— i inclusivamen* 
te nella ipotesi di a«— 2aixcos.?J-f'i'.r*zro. Dunque avremo 
questa serie d'equazioni 
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a 



P 

ce. 
nella supposizione di à^^'%abxco9.(P'¥-b^x^zz:o. Perciò facendo 

:cz=-7-(co8.<;J±|/'— i.sen.^) avremo tant' equazioni, quante sono 

le quantità da determinarsi Ay B y A' , ff , ee. 

12.1.. 

Abbiamo di sopra insegnato a trovare i massimi ed i mini- 
mi delle funzioni di una sola variabile: sia adesso z funzione 
oelle due variabili x ed y , le quali non abbiano tra di lojo al- 
cuna particolare relazione , e si voglia sapere quando z diventa 
un massimo o un minimo . Sia z' il valore di z quando vi si po- 
ne x^cb in luogo di or, ed jdk^ in luogo di y, essendo a e § 
quantità estremamente piccole: avremo 

, ,, z'" «'»^ z^ 
5?=b';;j»"— —qp. —^ 5-^ qp ec , 

a a.S a.3.4 
ove sarà (tip) 

'"=• (I) * Kl) : ■ 

ec. 
Ora affinchè la funzione z sia un massimo ò un minimo , biso- 
gna che sìa «"rro; e siccome tanto le variabili a? ed j, quanto 
le quantità a e ^ sono tra loro indipendenti , converrà che z'' 

svanisca, qualunque siano «- e ^, cioè dovrà essere (^^/^^^^ 9 ^ 



a^ 



N 



( 
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-T^)=:o. Da queste due equazioni si ricaverà x=», jcrJ, e que- 
sti valori di a? e di y renderanno la funzione proposta « un mas- 
simo o un mÌDÌmo. Siano F , F' , F", F'^, ec i valori di s", 
z'", z'", z^, ec. , quando ar=a, y=b, e nel medesimo caso sia 

(5^)=^ • (^)=^' (5^)=^' (5^)=^'' (5^55;)=^'' 

• ec. 
Le quantità F', P*', ec. si possono mettere anche sotto la for- 
ma seguente : 

F'=^(,^a)"-w>-(c-5) 

ec. 
Quindi 8Ì potrà giudicare , quando la funzione z diventa massi- 
ma, quando minima: essa sarà minima, allorché indipendente» 
mente dai valori di a e di /? la quantità f'^ sarà positiva^ lo che 

motivo de* quadrati (flM — -^j , e /?* necessariamente positivi 

succederà , quando A, C^e C j Io saranno , o sia quando A 

e C essendo positive sarà AC>B^ . Viceversa la quantità z sarà 
un massimo, quando Ae C saranno negative, ed AC^B^ . 
Quindi, se A e C essendo nulle JB non lo sarà, la funzione z 
non sarà né massima né minima. Se A, B^ e C essendo nulle 
non sarà F"zzx>^ non si avrà né massimo né minimo; ma se F" 
ed F^' essendo rro , F'^ sarà una quantità positiva , la funzione 
z sarà minima; La medesima sarà massima, quando F^^ è nega- 
tiva. Ora F^^ sarà positiva, quando le quantità A*' , È*\ 

è 3C"— — p^ ^;^ son positive , sarà negativa, quando quel- 
le (Quantità son negative , e così in seguito • 




a 



<. 
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n 



la per esempio ezzx -♦-y -♦-(i— ar — y ) la fannone , 
^i cai si deve 'Cércaire il massimo o il minimo; avremo 

<dz\ 7|— *i /u— 1/ tn m^ m 

■^)=nx , — n» (i— a? — y ) =0, 

T-ì=/jy — »y (i«7-a7 — y ) =:o , dalle quau equa- 
zioni si deduce xzzyzn ■ . • Per giudicare del massimo o 

del minimo si cerchi ^ 

-n(/».i)y (i-a? -jr ) -f-»(/»-OT)y (i-o? -y ) /• , 

.n— «ai» 

^—j=:n{n^^)x y {i^x -yf^ . Quindi saie 

t >, . / _X I »_ / X I 






condizione AO>B^ avrà luogo; posti n ed m numeri positivi^ 
le quantità A e C saranno poskive se rì!>ni, negative se n<m:i 
né' medesimi casi la Amzioiìe z sarà minima o massima . 

Se z è funzione delle tre variabili x^ y, ed Uy chiamando 
s' il valore che essa riceve, quando in luogo di x, yV ^ ^ '^^ ^^ 
pone a?i:a , y±^ , mfcy , ove « , j? , e y son quantità piceo- 
lìssime, avremo 






"essendo 
Tom. IL 



a a^ ' 
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ec. 
Nel caso del maésiitìo o del minima dev'essere js^zso, cioè 

(-pìzro, /t^j=:o, (t2.1s:o*, e da queste tre equazioni si ricave- 
ranno i valori di rt, j , ed 2it, che rendono la funzione z massi- 
ma o minima. Suppóngfalamo che sostituiti questi valori le 

quantità (g) , (_^) . (|f ) . (^) . (^) , (0) .i 

cangino respettivamente in A^ fi, C, Dy E, F, e per giu- 
dicare del massimo o del minimo converrà' esaminare se la 
quantità Atk^'^^Ba^'¥^^^^%DaY^^E^Y'^Fy^ è positiva o ne- 
gativa. Questa qoantità si può mettere -sótto la forma 

siccome inoltre posto'C— "j-=" >. ^'""T"=^> """"T" ^'^ > ^ 
tre ultimi termini sono H^^-^^I^y^^Ky^ , cioè 
h(^^-^V-h/K— ^V*» si potrà a tutta la (quantità dar fai 

forma seguente A{a^?i^^y^Il{^^^ 

chiaro adesso che questa quantità sarà positiva se A, H , p 

/a 
A—* -^ saranno positive^ negativa se esse saranno negative • 

Nel primo caso A essendo positiva dev' essere AC>B^ , ed 
\AC'--B^){AF'^D^)>{AE'^BD)^ , cioè ancora C ed F positi- 
ve, ed AF:>D^ . Nel secondo caso bisogna» che A essendo ne- 
gativa sia AC>B^ , {AC^B^){AF^D^)>(AE^BD)^ , e per 
conseguenza C negativa , ed AF^D^ . 

Dalle cose precedenti abbastanza si vede il metodo da le^ 
nersi nel ricercare i massimi ed i mìnimi delle fanzioni di uà 
più gran numero di variabili . Generalmente» se 
dz^zAdx^^Bdj'^XJdiu^Ddt'-^ ec. » nel caso , che la funzione z. 
diventi massi aia o mìnima, sarà Jtf=o, jBrzo, Crso, ITr^o» cq. 
I criterj per giudicare , quando si ha un massimo, e quando i^i 

r 
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* 

})ìiniiiìo, sono stati dati per la prima Tolta dal Sig. de la 
Grange . 

Sia adesso z funzione delle variabili :r, y, ed m, tra le qua- 
li sia data la relazione Mdx^^Ndj'^Pdu'^io ^ e si debba cercare 
quando questa funzione diventa massima o minima. In questo * 
c^so y •pofitsk. dz:zzAdX'¥'Bdy'^Cdu , non sarà come sópra A'zzo^ 
^zro, C=X), perchè le variabili x^y,u non sono tra loro indi- 
pendenti , essendo u funzione delle altre due or, y , ma sostituen- 
do nel valore di dz qiaello dì duzz -^ — ^ otterremo 

rfzz=f-^— C-pWar**-fJB— C-^Wj, e siccome adesso i differenzia- 
li dx, dy,8ono tra loro indipendenti , avreufio nel caso del mas« 
Simo del minimo -4— .C-p-=ro , B — C-p=:o. Generalmente me- ' 

dlante le relazioni date tra le variabili x^y, u, te, i differenzia- 
li dxy dy, ec, che entrano nel valore di dZy si ridurranno al 
minor numero possibile, ed allora il coefficiente di ciascuno si 
farà zro. 

Prendiamo per esempio a cercare il valore della perpendi- 
colare tirata a qualunque punto di una superficie curva, la qua- 
le abbia per equazione dzzzpdx^^qdy . Da un punto qualunque 
della superficie tirando una retta al piano delle ^ ed y, e chia- 
mando 77Z, ed 7} le coordinate del punto d* incontro di questa 
retta còl piano delle x eày ^ avremo II valore di questa retta 

a . .Ili » 

=r|/(«a.i..^«.^ ^ ji^^ ) / Ora questa retta diventa perpendico- 
lare alla superficie^ quando è la massima o la minima di tutte 
? nelle che dal ponto d'incontro si possono condurre alla super- 
eie; quindi avremo il valore della perpendicolare, se oerchere- 

moil massimo o il minimodella fo(rmula|/'(js^-4-m*-*ar ft-/i»**y ). 
11 differenziale di questa formula è *'H^^— ^j ^"^K ;^) ^ ^ 



[/{z^-hin-^x -*-»— j ) 
che diventa y^P'^^'^^) a7-4>(zy— w-Hy; y g^g^j^Q^ndovi il valore 

: — a a 

y(z^'¥'m-^x -f- n-p-y ) 

di df2 .preso dall'equazione dzszpdx^^^dy . Quindi nel caso del 
massimo o del minimo avremo m^^xzzzp^ n^yzzzq^ e perciò 



\ 
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2J^(i-+^*H-<7«^) ^^^ *^ valore della perpendicolare alla supec&cie: 
curva * 



122. 



Passiatno finalmente a vedep V uso del Calcolo Differenzia- 
le nella dottrina delle differenze finite . Siccome dalle differenze 
finite abbiamo ottenuti i differeniiali delle funzioni , viceversa, 
le differenze finite potranno esprimersi per mezzo dei differen- 
ziali . Noi esporremo a quest'oggetto alcuni interessanti teore» 
mi del Sig. de la Grange. 6i osservi intanto, che col segno 
fXdx si suol denotare V integrale della differenziale Xdx, cioè 
quella funzione , che ha per differenziale la quantità Xdx: cosi 
jfuie /^Xdx^ indica quella quantità, il di cui secondo differen- 
ziale è Xdx^ 9 e cosi in seguito . Sia adesso proposto di esprime- 
re le differenze finite di qtialunque ordine per mezzo de-diffe- 
renziali . Supponendo y funzione di x, ed; a la differenza finita 
di x abbiamo pel teorema di Taylor 

^^"^ dx ' 2 dx^ ^,3dx^ * ^ ' 

Prendendo la differenza finita di questa equazione avremot 

A«3C=(»A -f"^ — ^ 1-7 -< — a A ^ -H ec. Ma se nella equazione 

/Z V d^ V 

(i) mutiamo successivamente J in ^ , 5-^ , éc, abbiamo, 

f^dy d^y a* d^r a^ a d^y a*d*y a^d^y 

dx dx^ 2 rfj:» ;. ' 2 é/jfa 2^» 4 ^:c* ^ 

e cosi in seguito. Quindi avremo per A^j una espressione della 
forma 

•^ «jr^ fla:» dx^ 

essendo A» a\ ec. coefficienti numerici. Se di nuovo prendiamo 
la differenza finita di questa ultima equazione avremo 

A*y=a'A j-^ -♦-/*«* AT-^-nec. , e quindi ai dedurrà 

d^ V u ^ v 

A * y=:a » — j -♦-Ja ♦ —-^ -+- ec. Generalm ente seguendo 1*^ istessa 
metodo troveremo 
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essendo A, A', ce. coefficienti numerici indipendenti da y e da 
a, i quali perciò avranno sempre il medesimo valore , qualun- 
que funzione di x sia j . Per determinarli adunque facciamo 

X j X dy d*^Y 

yzzx , ed avremo e =:y=i-7^ = --^zrec., 
-^ "^ dx dx^ ' 



ùyzze —e =;« (e -ri), A*ytre (e — i)*, e generalmente 

Tt X ^ TI r% 

A y=ze (e r— i) * Sostituiti questi valori V equazione (2) di-?, 
venterà 

[e — i) zza -t-Aia -+.Aa -f-ec. , 
e quindi i^eoefficienti h^ h\ ec. saranno quelli chenaseoil^o dal- 
lo sviluppo della quantità (e — i)?. Sarà dunque. 

Jo? ao? dx 

purché nello sviluppo del secondo membro si applichino alla 
caratteristica d gli esponenti delle potenze di dy ^ cioè si scriva^ 

y 
r— ^ in luogo di (-^jI • Avremo pertanto in questa suppo^iziao^ 
da^ ■ 

ùr'y={e'"di^iY . (3) 

Venendo dalle differenze alle somme osservo che 
« f X3/ A \ « f dz u^ d^z »• d^z 

^ ^ dx SI dx* a.3 ox* 

dunque sarà zzza^ — ^ — 2 t-t"* ìì ^ T^ "*• ^^' 'acciaila 

uX a OX A«0 dx ^ 

^=?y, e quindi zzzfydx , ed avremo 
SY=/Z^-JLsf^-.J^S^-^ec. S08tituendo in questa 

equazione -successivamente i valori di ^^ 9 ^ jT^ » ®^* P'^ 

dalla medesima» è chiaro che avremo per 12 j una espressione 
della forma seguente» 
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2y=^^ ^rWa^ ^-a-ill ^ ec. , 

essendo a , a\ ce. coefficienti numerici. Ponendo in questa 
formula -^-^^^ — ^ in luogo di y avremo 

^fydx J-ydx2_ ^tfy^^y^'^dy_ ^ ,e. , e perciò \ 

«a » *^ dx 

-+.flSj-Ha'aS^H-a''a*S^ -4- ec. 

e sostituendo i valori di !2y, 2-p, ec. troveremo per S*y una 
espressione della forma seguente 

^ a^ a -^ dx dx^ 

l^eguìtando il medesimo metodo vedremo, che generalmente 

2 y sarà di questa forma 

«. rTl j ^ ifl'-'l j 72—1 /•/l-^2 , n— a 



(4) 

-^my-^-m' a-j- -^rn/'a a --^ .+- ec. 
<^ dx dx^. 



j ày . ^ff^.^^y 



^ — ■ » 

ove h , /i', ec. , wi , /»', ec. sono indipendenti da x . Per de- 
terminar quiesti cóefGcienti facciamo yrre , ed avremo 

X dv d^ V 

e Jizzy^i^^Z'r^ziiec. zz/ydxznf^ydx^rzec; cosi troveremo 

X . X 

2y=: , e perciò Sajiz^- — 2j= " — » ^ generalmen- 

e —I e — I (« -*-i)/> 

a? 
te 2 yzz — 1 . Sostituiti questi valori l'equazióne (4) ci darà 

(e — i). 

**•. I I h h! r ^ff^» 

, — = H ^-f- -f- -f-m-*-77z«-f-OT^*-4- ec. , 

/ 4ib .n n 71— I 7j— 2 
e quindi avremo 



D' ALGEBRA P; III. - 71 



n , n rn^^i , n— i 



-^ -^hl 'L H ec, ^mj^mo^ -+-ec. :=i 1_ 

« » ( a^ \n 

purché nella evoluzione del secondo membip di questa equazio- 
ne sì applichino alla caraUériatica d gli esponenti di dy, e si 
mutino le differenze negatiire in integrali, cioè invece di 

\dx) ^^ •^"v* "^ > ed invece di (^)"^ si ponga J^ydx . 

Con queste condizioni avremo 

^^ 7 ic\ 



Ve rf*— 1/ 



Le due equazioni (3) e (5) possoho esser rappresentate dalla 
seguente 






(Aj)"=Ve «te«x; , (6) 

purché ne^ue membri di questa equazione si applichino >alle 
caratteristiche A e d ^ìì esponenti di ^y e dì dy^ e si mutino 
le differenze di esponente negativo in integrali, cioè si scriva 

l^y invece di A .j, e/, ydx invece di ■ ■ ^ . Ora Tequa* 

dx 

edma 

zione (6) essendo vera ,, comunque ia potenza ti. di Ay sia 
positiva o negativa , é evidente che una funzione, qualunque di 

dy 

Ay é eguale ad una simile funzione di e ^*^ — i, purché nello 
sviluppo delle due funzioni .si applichino i^le caratteristiche A 
e d gli esponenti di A^ e di ^j, e si mutipo le differenze di 
esponente negativo in integrali • Vediamo alcuni coroliarj di 
questo general teorema • 

f, [log.(,.^)f=[log.(i^*^-.x)]»=«"(|)», 
e quindi se n é positiva 



fa 
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a^_^=[log.(i^Ay)]'*, (7) 
dx 



e se n è negativa =— w 



t Quindi 






(8) 



> 



a' djr 



[(^^Lyf ^^Y^^e *^-i)«. 

Ora se con i segni A* e 2' indichiamo le differenze e le soiniBè^ 
4[uando la differenza finita di :r è «V, avremo 

a'— 
A y=:(« ^-*i| # ® -^ y=^ — • ^ . — .Saràdunfue 



a' 



] 
I 



.A''*:y=[(i-^y)"-" f ' ^^^ ' 

Cw 

« L'equazione (9) serve per V ìnterpolasAone delle sede: si di» 
ce interpolare una serie» quando dai termini della serie corri- 
ipondenti agi' indici 1,2., 3 , 4 9 ®^' ^^ ricavano i termini 

Corrispondenti agP indici fratti **• , '^ , "q- > ^^' > o *i* quundb 

3 2 V 

dal termine generale, y * si deduce il valore del termine y ,, 

essendo al un numero fratto. Facendo nella equazione (9) n ed 
'U eguali ad I avremo 

y ~r -#-AV =ry -f-ii-f^y | — iirr -i-a'^y -♦-— i— . 'A*r •+"^ 



I 
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onde se le diffeTenae Ay , A'y , ec. anderanno diminuendo , 
otterremo il valore di j , espresso da una serie convergen- 
te . Sia data per esempio da interpolarsi la serie 
" I 1.3 1.3.5 1.3.5.7 1.3.5.7.9 

7 * I4 ' flufT ' a 4.6.8 ' iA.4.6,8.io *^®' 
Le differenze prima» seconda, ec. de'termini di questa serie in* 

cominciando dal primo saranno — — . , — -rr » — — tt-tt » 

'^ a.4 a.4 o a.4 6.8 

1.3 5 7 
•— ^-r~— ,ec. ; onde il termine corrispondente all'indice i-*-a' 
a 4 6.8.10 * 

sarà 

— ' -L ' 1.3 aV— i) 1.3.5 a^(a^— ])(a^— a) 
^i-H»'""7 a.4^"*'a.4.6' a a.4.b 8' a.3 "*"®^* 

Si cousuiti la Memoria sulle serie del Sig. de la Place nella 
Storia dell^ Accademia delle Scienze di Parigi dell'anno 1779. , 
la quale contiene la teoria deirinterpolazìone trattata in tutta 
la generalità, ed altre importanti ricerche. 

AUe formule precedenti ne aggiungeremo altre simili ri- 
trovate dal Big. de la Place per esprimere le differenze e gif in- 

tegrali della funzione m y , ove m è costante . Siccome 

A.7»^;y=/»^"^^*^(j-4-Aj)— /72^jz=m^[(/» — i)j-4-w Ay] , è chiaro 

che prendendo successivamente le differenze avremo ^ .m yt 
espressa nella forma seguente 

A ''.iw^j=/?i^( 4y-f-lf A3r-4-CA» j^jDA » j . • . . ^Nù!^y) , 
ove i coefHcienti A^ JB, ec. sono indipendenti da x. Facciamo, 

_ • . X X a 

per determinarli, yr:e , ed avremo Ajne [e — 1), 

A^jzne (e — j) , e generalmente ^ yzze (e — i) , 

A ^^ ar-f-a or-H» x x x x. a a . 

n.m j^zzm e — wi e =rm e (m e — i) , 

A X X X a a 

Aa.m ymm e [m e —i)*^, ed in- generale 

1 nr ' *£ X A a Z 

A •m yzzm e (m e — i) . Sostituendo questi valori avremo 
(mV-i)'*=^^5(c*-i)H^(«"-i).^.... ^JV(e"-if, e quindi 
Jw'^[OT*(l-HAj)-iÌ'*=OT*(^y^5Aj-HCA«,y., . .^ÌVA"j), 
Tom, II. 10 



74 ELEMENTI 

purché nello sviluppo del primo membro si applicliino alla ca- 
ratteristica A gli esponenti di Aj, cioè si scriva A y invece di 
Aj ; onde siccome il termine costante A può reputarsi molti- 
plicato per Aj , invece dovrà porvisi A^y, cioè y. Sarà dun- 
que con qaeste condizioni 

A jn yziun [m (1-4-Ay)— i] , (11) 

dy 

e ponendo per l'equazione (6), e »^— i in luogo di Aj avremo 
nella solita ipotesi 

.m y=zm \m e —1/ . (12) 

Essendo A.m y=»* y — /n ynzm m {y'¥'ùky)'^m y , a- 

vremo integVando m y^^rn S.i» j-+-m S.w Ay — 2./n j,equin- 

a? a^ X j. 
di 2I.m ;y= 21 ! Z . Prendendo da questa equazione 



a 
m — I 



X ^ a^ X 



il valore di S./n Ajzr — —2! ! Z , e sostituendolo nel- 



a 
m — I 



Iame<Jesima, e così successivamente eliminando i segni 2 dal 



X 



secondo membro 9 otterremo S.m j espresso nella forma se- 
guente: 

S.w y=iìn (aj-w»'Ay-Ha"Aaj-4-a'"A»j-4-ec.), 
essendo a, a', ec. quantità indipendenti da x» Quindi somman- 
do avremo 

/y» fjf* tv* étn 

S^.T» yzzaH.m y-^-a^^.m Aj-*-a'll.m A^j^ec. , 

e ponendovi i valori di S./ra y, 2!.m Aj, ec. ricavati dall'altra 

equazione troveremo S'.m y così espresso 

S « .fn'y=m'^(by-fb'Ay-WA'y^"'A >y^ ec . ) • 
Operando nella medesima maniera vedremo essere in generale 

2^.m^yz=fn'{hy.t^'Ay^h"A'y^k"'A'y-*-ec. ) , 
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ove h , h' , ec. sono quantità indipendenti da x. Per determi- 

narle facciamo yzze , ed aTremo come sopra 



m e 



.1 ^ Xf a \'j» . ^ X me ^». x 

A .ji=e [e — i) ; di poi 2.w yzzi ,-S«./» jzr: 



m e — I {me — i) 

• XX» 

e generalmente lì .m jrr ^ . Sarà dunque sostituiti 

(jn e — i) 
questi valori 

1 =A-HA'(e'*-i)^r(e«-i)2-4-A'"(e''-i)»H-ec., 

e quindi 

( ^ 
-?^ ~-=rn'{hy^h'^y'*.h"A^y^h"'ò.^y^Wi.), 

purché nello sviluppo del primo membro si scriva da per tutto 
A y in luogo di Aj . Sarà dunque in questa ipotesi 

X 
S".«,^;,^- IL , (,3) 

e posto e »^— I in luogo di Aj sarà con le solite condizioni 

X 

^n X m / /\ 

S .m 3= —^ (i4) . 



(a-~ \n 
a dx \ 
m e —1 / 



Se con i segni A', e 2', indicheremo le differenze e le som- 
me quando x varia di »', l'equazioni (u) e (i3) ci daranno 

A .7»^jr=/?/^[/n*{i-+-A'j)— i]'* , 

r X 

Sn X m 
.m Yzr , 



a' 



Ma per l'equazione (9) j-4-A'j=:(i-i-Ay)'? ; dunque 
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a' 



A'*./»''^y==i»^[/ii*'(i-*-Ay)*-.if, (i5) 

.m yzz~ ■ , . (IO) 

a 

[flf*(iH-Ay)*— i]" 

Se facciamo in queste ultime equazioni o*^zrjix^ ^ .m y 



diventerà d^.m^y, S'^.m^y diventerà JLf^.m^ydx' , 

dx 



dx — 



dx 

m 



(i-4.Ay)«=:e*'-^^**S''"('-^^^)"=i-4-^log.i«*(.-HAy) . e io- 
stituiti questi valori avremo "*"' !* 



£^07 



(i8) 



rfl X j 11 X 

J ,m ydx m 

(J^ [log./»^(i-»-Aj)]'* 

Questa ultima equazione , a motivo di 

dy 

log.rn (i-4-Ay)z=log./7i e ^=ranog.w-f--^ì, ci darà 

ffi X j n x/t djr\ — n • , ^-^ 

J .m ydx nm (log*"*-*"^) 

=m*/_2__-^„_^__H.!!Ì:^ ^_ ecA . 

V(Iog.OT) (log./n) "*" dx (log.m) dx* 

L'equazione (i 5) posto a ed n=i serve ad interpolare le serie 
della, forma a-f-i/7i«+-c/»^H-tfi»'-4-ec. , nelle quali le differenze 
consecutive, de* termi ni a, i, e, ec. vanno diminuendo. 

In quelf equazioni, che comprendono segni integrali , ab- 
biamo omesse le costanti necessarie per rendere il loro valore 
completo. Ora, siccome per render completo un integrale del 
^rim'ordine conviene aggiungervi una costante A^ cosi perchè 
sia completo un integrale del seoond' ordine » bisogna aggiunger* 
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vi la quantità Ax-^B, ove A e B son costanti arbitrarie; ed in 
generale per render completo un integrale dell'ordine "/i convie- 



n— X 



ne aggiungervi la quantità Ax ^^Bx 



'^r\yX • • • • "^"«tV j 

ove A 9 B....N sono n costanti arbitrarie , le quali svaniscono 
nel prendersi n volte la differenza dell'integrale. Infatti sia, 
omesse le costanti , ^XziiX' , l^X'zzX'', ^^X''=X''\ ec, avremo 

facendo Lx=a, "ZXzzX'^A, e S«.:t=A'''-HS^=J?f"^— -4-5 , 



a 



.A 



cioè =r^"-4--4x-4-J5 se ponghiamo A in luogo di —, lo che non 

fa differenza a motivo di A arbitraria. Prendendo di nuovo la 

somma^avremo 'S.^X=X'"^ALx^^B=X'''^—^^ éf-n — -+.C 

:^X'"'^Ax^'h-Bx-¥'C . Di qui apparisce in generale, che Tinte?» 

gfàlelS X sarà per divenir completo cosi espresso, 

:P^X=xÌ''Kax'^'^Sx'^'' .... ^iV, ove ^, JB, e, . . . iV 
Sono n costanti arbitrarie. 




u 



..<%. 










*, 
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ELEMENTI 
DI ALGEBRA 



PARTE TERZA 

DEL CALCOLO INFINITESIMALE 

SEZIONE II. 

DEL CALCOLO INTEGRALE 

CAPITOLO PRIMO 

Della integrazione delle formule differenziali 
di una sola variabile. 



r mora abbiamo trattato della differenziazione delle funzioni- 
quando dalle differenziali date si vuol dedurre la funzione fini- 
ta, da cui esse flon nate, questo è ciò-che ei chiama integrare e 
Calcolo Integrate qtaello. cbe si raggira in questa ricerca. Si 
osservi fin&-4'ades8o che il differenziale di una funzinn» mm- 
lunque , ed ri difierSi 
Ji una quantità co;ta' 
qualtnque integrale 
esso rappresenti -gene 
dare la medesima difi 
BtanteArbìtraria, si e 
si dice intégrale ^ar//( 
particolari son cooipn 



.V 
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costante ha uno o un'altro valore. Il segno d' integrazione è il 
seguente y; così fdxi/(a*^^x^) esprime F integrale di 
'dxl/{a^'^x^) y cioè quella quantità, di cui il differenziale é 
d:!^{a^'^x^) ' Prinia di arjdare innanzi sarà bene rimetter sotto 
gli occhi l'integrale delle differenziali più semplici, il quale 
subito si deduce dalla differenziazione . « 



Differenziali 

(a-^lfx) dx 

dx 

a-k-hx 
dx 

l/i^a^-^x^ 
dx 

dx 



u dx 



d» 



xìog.x 



dx 



arlog.orXlv^g.log.j; 



dxx — —^n 

log. 07 

X 



dx 



:vlog.ar 
dxcoB. X 
dxBeti.x 
• dx 



log.log.^ 



n 



COS. 07 

dx 



(n-h-bx) 



Integrali completi 



-^b — t^ 

Arc.sen. — hC, o — Arc^cos,— -«-C 
a a 

— Arc.tang.-*H*C, o •^— Arc.cot, — -hC 
d a a a 



a 



X 



log.a 



-+.C 



log.log.07-f-C 



log.log,log.r-i-C 



h)g X 



A»-4-I 



4^ 



«H-I 



log.log.or 



/»-f-i 



sen.or-4-C 

—COS. 07-*- C 

tang..:^H-<(? 



— cot.a?-H-C 



—f-C 



N. 
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COB,X^ 



SCC • ju^^y^ 



dxcos.x _ ^ 

. - — — co6ec.»-HC • 

sen.x 



Vi sono alcune differenziali , l'integrale delle quali cpian- 
tunque reale , si presenta spesse volte sotto%n aspetto immagi- 
nario. Tali sono queste: /-- rsArc.sen^^x 

iz: 1-1- . Generalmente le differenziali , che s'integra* 

no per archi di òerchio, possono ancora integrarsi per logaritmi^ 
ma allora l'integrale si presenta sotto un'aspetto immaginario, 
e viceversa. Ciò nasce dal rapporto, ohe< esiste tra le funzioni 
di cerchio, ed i logaritmi: infatti, come abbiamo osservato al- 

trove, sen.a7= , cos.:rzr > ; 

a\/ — I 2, 

e se facciamo fl;=fl/— i , sarà sen.fl/— i^ , e 

Ìl|/— 1 

cos.q/— izz-ii ; così ancora abbiamo 

e^ zzcos.^-f-t/' — isen.^, ^ ^ "" =rcos./-l/-isen./, le qua- 
li espressioni ci saranno utili per ridurre ad una forma reale 
questa sorte d'integrali, che si presentano sotto un'aspetto im- 
maginario. 

Poste queste cose passiamo a cercare l'integrazione della 
formula Xdx\ essendo .Y t» a funzione. di x» Primieramente 
supponghlaino che sia X una funzióne razionale, a per ciò che 
abbiamo insegnato (i^o) la quantità X potrà sempre decom- 
porsi in una serie finita, la quale non comprenderà che de'tet** 

- . j t, P n, adx é (a-^hx)dx 

ninii della torma ax dx , ^ ' 



ove n è un numero intero positivo, ed ^i, i, /?, g' , e ^ so- 
Tom. IL II 



<*._ 

"•.*- 
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no quantità costanti qualunque. Ora l'integrale completo di 

ax ax è hc ; quello di , eccettuato il caso di 



TIZZI , è e — i,_; e quando 7K=:i, l'integrale coDi- 

(«— j)5r(3p-hfa?)'*""' 

pleto è— log.(/?-Hjra?)— log.cn— log.^Ì2f. Rimane la terza for- 
? 9 ^ 

rriìxÌB. ^ : 1 .— , di cui cercheremo prima Tinte-» » 

(p a -f-2/7^a7COS ^-H^r * a?" ) \^ 

graie nel caso di n=zì . Facciamo j»*-4-apjrarco«»/J-4-j*:p*zi^, e 

prendendo il differenziale logaritmico avremo 

Stpgdxco8.8'^2,a^xdx dt • j. 

-^^ ^ J^ -^ , e quindi 

p^'^2pqxcos.p-^^x<^ "* t 

xdx ^ i dt p dxcos.B , 

■ ' a — • ■— «i»— . . r^ .1 ,• ed 

p^'^2pqxco9.p-i^^x^ 2q^ t q p^-^zpqxcos.^-^^x^ 

{à'¥ hx)dx «^ ^ ^^ aq-^pcos.p dx 

p^-^2pqxcos.^'+^^x^ ""*?^ ^ 9 * p •-f-apyxcoS'.P-Hj »a; * ' 

eyloè tutto si riduce ad integrare la formula più semplice 

- — m^ 3 . Si osservi che p^-^spqxcoB.S-^^x^ è 

p^'¥'SS^qxCOS.p-¥-q^X'^ ^ ^^ ^^ 

==p«'8en-p -♦.(/?cos./?-Ma7)a; dunque posto /?cos./?-i-jra7=r^M8en./?, 
e perciò dx^EÉIf!!^, la formula ^^ diven- 

y Jp*-^2pqXC08.P-¥^^X^ 

ta— i—g.-i^, che ha per integrale ^il^^ Quindi la 

formula «^ (f:^*^)^'^^ ha per integrale 

/?*-t-^5ra?cos.p-»-ya^a T ^ 

±log.*H-^=^i£Arc.tang.«^, cioà 

Invece di e salva la generalità posso scrivere . 
^_ay-^pco^^^^ cos^ ^^ . ^^^ ^^^ ^^^^_ ^^^^,,^_ 

tegrale trovato diventeranno , 
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f2=^22!;^(Arc.tai,g.£22Ì^£-Arc.tang.22!:£Uc. Ma sap- 
pg^6en.p \ psen.p ° sen.p/ 

piamo esser» tane. (y— 2)= -y~ " °_ — , dunque 

n-tang.yXtang.a ' ^ 

Arc.tàng.€2£!Ìb^-Arc.tang. £2!4=Arc.tang. g^»''"'^, . 
Psen.p sen.p p-^qxcos.p 

Quindi 8Ì potrà dare all'integrale trovato anche la forma 

Nel caso di ^=:o, là differenziale data diventa 

(à'^bx)dx V . • 1 11 j i.* bdv (ag'^hp)dx 
i i — , che 81 nsolve nelle due part» -1 -h^-2 — ili — 

le quali ci danno per integrale — log,(p«f>yic)>- ^"^ P ,4,0, 

q^ q^{p-^x) 

L' integrale della formula ■■ — jflH" 37) x dipende { 

da quello della formula . , ; quindi il 

problema sarà risoluto dopo questa riduzione , qualunque ^ il 
numero ti, perchè discendendo arriveremo sempre ad una Ibr- 
mula, in cui n sarà zzi , la quale sappiamo iuteoiare. Si sup- 
ponga 

r (a-¥'bx)dx À-^Bx 

fi I • I II . I !!■ Il «ll^ ■ Il I W • « ' I ' ■ ■■ i» I II ■ t 

(/?a-+-2pya?cos.^-f-g'*a?*) (p^-^aLpqxcoB.p^Hj^x^) 

Cdx 



■J- 



(p^'^2pqxcos.^H^^x^) 
ove A, B, e C son quantità costanti. Differenziando avremo 
a-f-4j7 {f>^ì){Ar^Bx){2pqcos.§^^2^^x) 

(p^-^Spqxcos.^-h^^x^) . {p^'^2pqxco».^'^q'^x^) 

H , e riducendo al medesimo deno- 

(jp^-^zpqxcos.^^i^^x^) "" 
minatore 

a-f-i.ir=z(B*4-C)/? * "^ 2^(/x-- ii)/?<yco8./JH-[aJ?H-2C- a B(n- 1 )j^ 
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e quindi (JJ'h-G)/?^— a^(«— i)/?yco8.^=:flt, 

[a(J5-4-C)— aB(7j— i)]/?yco»./?— a74(n— i)y^z=:i, 

^-f.C— ajB(/i— i)=o; cioè aJB(«— i)/?*— a^(/i— i)/>yco8./?=a, 

aJ5f(/z— i)/?yco8./?— a-4(n— i)y«=::i; onde sì deduce 

^ — ggcos ^'^p p^ gy— ^jgcos.j? ^^(aii— 3)(a^— ft^ cog.j?) 

a(/»— i)jby* sen./? a(/^— i)p*y8en.|!/ a(/»— i)/?a5r.sen.^ 

Dunque il problema è risoluto, e si ha 
>v (a'i-bx)dx opjcos.^— i/?*-4-(ay* — bpqcos.P)x 

(/>*-4-apjarco8./?-Hjraa?a)'* a(;i— i)/i>9* sen.^ (/>«-Hapjj7cos./?-Hgr*x*)''" 

^ y^ (a/i — 3)(ay— Jpco8.^)rfx 

*^- a(/2 — i)p*ysen.^ (p*-i-apyi?cps.^-4-y"a:")'^"' 
Si debba, per esempio integrare la frazione razionale 

— 1_- — ì^ « Se i.^' il denon^inatore ha i suoi fattori reali e 

a-i-Aar-i-ca?» 

disuguali, rappresentati questi per /^-f:v, /»'— ^'ar, la frazione 

. j. . * (a-4Hfra7)rfa? aq'-^p^ dx 

proposta diventerà — i sr -^ ^ • ^ 

{P'^x){p'^q'x) pq'—p'q Z?'—?'^ 

- J*±^ . _f[f_, e l'integrale sarà f^' . l2i:(£Z^) 

PI— PI p-^^ PÌ-P9 - y 

dorrà integrare la formula (^^^K^ {a^^p)dx _ hdx ^ 

e rinterrale completo sarà ^ P , .. log.(j>— ^it)-HC.3.*Se i 

i due fattori sonò immaginar] , si potrà dare alla frazione data 

kg. (a^x)dx 
forma i i- . 

p^'¥'2pqXCQS.P"^^X^ 

Prendiamo per secondo esempio ad integrare la formala 
* . Si troverà che essa si risolve nelle frazioni 

dx idx dx Sdx dx 

H -f- "h ,^ , 

i6(i-^)* i6(i— J7) i6(i-4-a:)» 16(1-4-0?) 4(i-Hr»)« 

-4. _Ìf_ . Dunque fiJfL-=c^ l Alog.(i-ar) 

4(iH.ar«) ^ J(i— a?*)» 16(1— a:) 16 ^ ^ ' 
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— log.(i-i-ar)-i ■ H- — Arc.tang.arrrc 



16(1-1-57) 16 8(i-i-ara) 8 

-4 -4-— -log .1^— Arc.taD2.;r . 

. 4(1— a?^) 16 ^1—07^8 *'• 

Venghiamo alle differenziali irrazionali, e sia in prime 
luogo proposto d'integrare la formiila —. Convien 

prima liberarla dalla irrazionalità , e per ciò fare bisogna di- 
stinguere due casi. Siano i.^ i fattori di o-h&^r-i-ca;' reali e di- 
auguali, espressi da ^p— ya:, /?'— ^'^; si faccia 

éiH-Ja>4-{?a?«=r(»— fl^a?)»** e si avrà a?=r^^ '^P* 

^ qz^—q' 

rf«=5k!flf£!>è. |/(a-Héar-i-cx«)=Ì£!f=iP22f, e quindi 

f zz — ?_ Si^q tq' hanno il medesimo segno , 

•questa formula potrà cangiarsi nella seguente, 

c^ ^ , log. ^/"'^X > il quale posto per z il suo valore 
t^(/^W^) diventa -- ' i^r ^^Vlp'-q'^hVv'ViP-^^) . 

[/{p^x) 1/^' |/y.|/(/^W'^)-H/?'l/(/^-^^) 

. Se ^ e jf' hanno segno diverso , la formula '^ ^ ^ avrà per in* 

tegrale c-f- , ^ Arc.tang. jb! / _ £=c 

1/Z^ ^ y q' 

■^ . ^ . Arc.tang. l^^'t^^-P**^ , '^/ . . Siano a.® immaginari i 

i/z:^' ^ )/-q'V{p-q*) ■ . 

fattori di a-^hx^^^x^ : in tal caso dando a questo trinomio 4a 
forma p^'^iipqxcos.§'-\rq^x^ supponghiamo questa quantità 

:;z{PZ'^xY , ed avremo ar=-JZllllfjL- , 

aij'(«— cosp) 
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ditenta — 



dz , , . . , 



^ , ed ha per integrale 

y(«— co8.p) 



e— log.(z— co8.^)=:c' lóg.Q/'(p»-+-a/;?yj;cos.^-4-^*:r*)— ^jT-j^cos.^], 

posto c'=:c-i — log.j9 . 

E chiaro, che con le medesime sostituzioni potrà rendersi 
razionale ogni formula, la quale non contenga ch^ radicali del« 
la forma {^(an-iarH-co^^). Coiì si potrà render sempre razionale 

s 

la formula x "~ dx{(i-^bx -i-ca? )* , se i ed j sono numeri in- 

teri positivi o negativi : infatti posto x zzu la formula dÌTenjta 

s 

—u "" du{a-^U''¥€u^) , la quale non contiene che il solo radi- 

r 

cale l/{a'¥-iu'^cu^) . 

Cerchiamo adesso in quali casi si può render razionale la 

L 
formula x "" dx{a'^x )* . Ponghiamo a-^-òx^^zzi? ^e sarà 
P m 

(a-i-tj? y-^zu^.yX = — r— ,^ =(__j'* , e quindi 
X dxzz-^iì' dul——\ , e la nostra formula 

(q _ 
^t~~\ "' , Di qui apparisce, che es- 
sa sarà razionale tutte le volte, che — sarà un numero intero* 

n 

Si faccia nella medesima formula a^^hx^'zzx^S ^ e sarà. 
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VP ^ 

X = ,(a-HÌx ) =t ^ — , X = ; quindi 

^OT— i^^^—^y f , e la nostra formula diventerà 

m 
HI 



n{z^^f 



m p 



"^^ . Onde la data formala si renderà razio- 

m p 

naie tutte le volte, che — h— sarà un numero intero. 

n q 

i 
Si abbia per esempio la formula x*d^{a4-bx*)^ 9 oyepzzzi, 
q^2 y nc::zl^ » ;z=2, ed -* eguale ad un numero intero =a . Onde 

per la prima trasformazione la formula diventerà u^du- 



US 



ed il suo integrale sarà sl^""»!!"*^» ^1^ 
*■ — L 

Si debba in secondo luogo integrare la differenziale 
3 

.-j 

dx{ar^x^) ^ ; sarà m:i±i , /i=2i , jpsr— 3 , y=a , ed — -h— 
s:— 1=: ad un numero intero . Facendo uso pertanto della secon- 
da trasformazione troveremo la differenziale , e . perciò 

r intégrale della nostra formula sarà , 

■ a\/{ar¥bx^) 
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MB 

Se fosie proposta la formula a? "" dx( — ; \ , faccia- 



luo =a^ , ed avremo! 1 r:»^, v = — 



ufi , ed avremoi ì 



m ^^ 



X zrl 1 , ed a? dx 



m 



. formula diventerà dunque 

m 

l."^""^7f:ìl!=g\""" .(aV*J^!=^) ; ed è chiaro che 

\ 771 

IP sarà razionale, «quando — sarà un numero intero. Quindi, se 



n 

ia^hx ^ 
n-rziy la formula x ^•^('TTir")^ potrà sempre ridursi alla 

razionalità, ed ottenersene perciò l'integrale. 

Siccome la formulai: "^ dx{a'¥Ìx )^ si può ridurre ra- 
zionale, quando — o — --f-— sono numeri interi, se può render- 

n TI il 

P 

si razionale la formula or dw{<i'kJpx )^ , si potrà egualmen- 
te ridurre alla razionalità la formula più generale 

X dx[a"¥^x )^ , quaiun(]:ue numeri interi si preu- 
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ciano per a è per ^ • Ma quantunque la formula prima 

X dx(a-^x )^ non si possa rendere razionale, pure si potrà 
sempre dalla integrazione di questa far dipendere l'integrazione 
dell'altra. Per esporre questa riduzione, consideriamo la fun» 

zione X (a-^x )^ , il di cui differenziale essendo 

P 

Imax dX'^mix "~ rfx-i — ^^^^ bx "" dxj{a^x )^ , 

P P 

sarà :r (a-4-ix )^ rrunafx dx(a-^x )^ 

L 

•v " ^*'*f^''n/x''''^'^'dx{a^x") 9 , e quindi 
{A) fx dx{a^x ) ^ qx (a^x ) ^ 



(rnq^¥'np'^nq)b 



P 



— 2 j-Ti dx{a^hx) ^ ; 

(mq-^np'^nq )b 

e se invece di ira scriviamo m^^n^ avremo quest'altra riduzione 

L L^i 

P 

£. 
Dunque air integrale yir dx{a'^bx )" hi potrà ridurre Tin- 

£. 

tegrazione di y^r "~ dx{a^x^)^ , e pi^ generalmente di 

P 

Tom. IL 1% 



/ 
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Il diffeienzìale di x^{ar^x*) * può anche porsi sotto la 






forma ^«a— '-^^^iSSltfSif j^'" Vat(a-i-Aa?") 
, '»y-*-"J'-*'"g,T'"~VT(ff-t-frT")g . Quindi avremo 

e ponendo /?— y in luogo i\ p 

(D) fx"'-'ds{a^hx")^ rrzVVt^)! . 

^ ' -^ ^ '^ npa 

npa 

L 
Onde alla formula fx^^'^dx^a-^x^)^ si può ridurre Tintegra- 

le della formula /i?'" ^(a^x^)^ , e più generalmente del- 

la formala /ir dx{a-*~bx ) " 

£ 

Se al differenziale di ;r'"(aH-É:r") adiamo finalmente la for- 

P . £_., 

ma mx'"~^dx{a-^x')9^^bx"'-*'^'dxifl^x'')^ ,avremo 



9 

ì 



< 
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ed inoltre ponendo /7^—/} 9 ^ jp-^ 'n luogo dì m ^ p 

P P 

a 111— "/i/ * Ti\ii 

{F) /x'^^-'dxia^x") * = t ^^-^^^ )^ 

' Abbiamo adunque ottenute sei riduzioni , delle quali ci po- 
tremo al bisogno servire. Riguardo alle formule (A), (J?), (D)f 
ed (E) conviene osservare che y quando il coefficiente della se* 
conda formula integrale svanisce, la prima ammette un integra-' 
le algebraico. Avremo infatti 

per {A) y se m:=o , fx dx{a~^x ) ^ 

. q{a^x )^ 



^{p-^ìf^ i 

m 



* • 



per (B) ^ se l^-zz , / or dx{a^x ) 



m 
— —•4-1 



_^ X (a-i-ix J ^ 



per {D), se Ì=-.^,/r'"'-Va:(a^«'»)~" "' 

Q n '' ' 

m 



_ a? (fl-t^x^ " 



ma 



^ 




i.PV 



• Ir! 
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p^r^-E), se w=:o,yjr dx^a-^hx )^ 

P 

q{a-¥-hx )^ ^ 

nph 
i quali casi son compresi in qaelli considerati di sopra. 

Alcune volte il coefficiente della seconda formula integra- 
le/diventa infinito, ed in questo caso le precedenti riduzioni 
cessano di essere utili. Quando però questo succede, nelle ridu- 

zioni {A) , (jB), (C), ed (F), si ha sempre o — , o — h— eguali 

ad un Duniero intero, e perciò le formule son riducibili alla ra- 
zionalità. Nelle riduzioni (Z?) ed {E) si ha in questo caso/^r^o , . 

, / sono da loro stesse ra- 

a^+^x Or-^bx 

zionali. 

Sia proposto dì trovar con questi priocìpj 1* integrale della 

X dx 

formula— „ ove i;t è un numero intero positivo . Avre- 

1 . .j • r^ dx X t/(i— a:*) 
mo per la prima riduzione / =: — — r— i . 



^ m — I , 
m r X dx 



f* X dx 
_/ ; quindi sarà per i valori di m dispari 



m-^w [/(i-^x^) 



-♦-— Arc.sen.o? 

y^ x^dx /i , 3.1 \. y/ «V '^•Ia 
=— I — a: '-H X |l/( 1— x*)-+- Arc.sen .x 

/^ x^dx /f . 5.1 , 5.3.1 V x/* a\ 

l/(i^x») \6 64 Ò.4.ÌÌ r \ ' 

o.o* I -* • . 

H — JVrc.sen.o? 

6.4.2 

ed in generale 
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ai(a«— a)(a«— 4)...4.a 
Per i valori di /w pari avremo 

1/(1— j:»j V7 7.5 7.5.3 7.5.3/ ^ ' 

e generalmente 

X dx_^ ( I ai ai ai— a a/Vaf— a)...4,a V .. , 

^(,— X») Vai-Hi (ai-».i)(3i-i) (aÌH.j)(ai— j)...3/''^ ^ ''" 

Coll'istesso metodo si troverà 

^ (ai~i)(2Ì-3)...3 , i-t/( i~x')^^ ^ 
ai(ai— a)....a a; 
«.^ ^^ -«^- Z » ^ g^-a ^ (at-2)(a/-4ì a\ ^> 

:7a:V('-^") .V*-')^'''"' N-')(a'-3)/''^ (ai-.)(ai-3j...3^/ 
Le precedenti riduzioni sono ancora utili per trovare i va- 
lori , -eh» le formule integrali ricevono in alcuni casi solamente. 

X dx 
1/(1—072) 

ca^o di xnzii , l'integrale essendo in modo determinato, che sva- 
nisca quando arTro. Abbiamo veduto, che in generale 

ix dx X |x(i— ic*) m Cx dx . ,. . 

/ — 7=—- ' — ^^ ^H / —, : > e quindi nel 

' |/(A— ^*) '^*-*-i /»-+-k/ |/(i— 07*) 

/^ <27 iV <y* fM f ^ V dx 
2=: / . Oìide, siccome 
l/d— o"») m-^iJ l/(i— 07^) 



Sia proposto per esempio di trovare il valore di / nel 



1/(1— O"») m-^W j/(i— 07^] 



^ 



q4 elementi 

nel caso di ;r=i abbiamo f ^^r^ — i—— » essendo 2/? la cir- 

conferenza del cerchio, che ha per raggio punita, e 

/xdx 
=1 , avremo 

r x^dx _. I p r oo^dx ^a 

-^ j/(i— a:^)""a4 ' 7 e/ |/(i— 07») 3.5 

r a^^rfj? _. 1.3.5 j^ r a?^^J7 _ a.4.6 

y j7(7Z:^"" 2.4.6 ' a ^ i/(i-^a:») 3,5.7 
e generalmente 

r :c^^^j? ^ 1.3.5.7... (ai— i) £. fx^^'^^^^^ a4.6.8....az 
7|/(,-.ar«)"" a.4.6.8....ai *aV|/(i— x») 5.5.7.9...(a£-f-i) 
Si veda il Calcolo Integrale del Sig. Euler, 

•lie medesime riduzioni c'insegnano ad esprimere gl'inte- 
grali per un prodotto d'infiniti fattori . Si debba per esempio 
svolgere in un prodotto infinito il valore, che riceve la formula 

y-- — f — nel caso di xzzi . Abbiamo in questo caso 
l/(i— a?«) 

rx^-^dx ^n^ r-^-'^dx ,j ^,, rdx 

J 1/(1— a:») m e 1/(1— ar«) ' ^ J 1/(1—^'-) 

aende Y. ^x __ a.4.6 ai ^ « dx ^lunque »ia 

^j/(i— ar") i.3.5...(2i— i)*/l/(i— «•) 
i , e perciò anche quando i è infinito . Nella medesinna ma- 
niera troveremo r /^-^ 3.5.7. ■.(ai-Hi)/5:^"*''rf^ Ma «e 

y ^(,— a?») 4,4.6 afr/ 1/(1— ar") 

y, ai . Cx'^^dx 

ed / , - 

sono eguali; dunque avremo 



A 



D' ALGEBRA P. III. ^ 95 

dx 2.4*6.8.10.... 



\/(ì^x'^) p 1.3.5.7.9 2.2.4.4*6.6.88 

xdx 2 3.5.79.11.... 1.3.3.5.5.7.7.9 

|/^(i— X*) a.4.6.8.10 . .. . 

che è la celebre formula di Wallis per la rettificazione della 
circonferenza del cerchio. 

Quando le formule irrazionali non si sanno per meszo di 
adattate sostituzioni liberare dai radicali, allora si procura di 
ottenerne Tintegrale espresso per serie; e qui dobbiamo ram- 
mentarci tutti gli artifizj soliti adoprarsi nello sviluppo delie 
funzioni in serie. Sia data adunque la formiila differenziale 
Xdx , e la quantità X ridotta in serie sia della forma 

•%r À f^ n W-4-IÌ ^ W-*-a7X f-> m-4-3« 

X:izAx -^Bx "JhCx -^JJx -t-ec; avremo 

/A£W7Z=COSt.-4- -.-4- H-— — -+-eC. 

Per discendere a qualche c^so particolare indicheremo varj 
modi d'integrar per serie la differenziale 

£ 

X "*" dx{a'-Jhbx )^zzdy. Sia primieramente a positiva, e fac- 

£ £ 

ciamo a^zrc; sarà dyszcx "" rfj7(i-H— ar y . Siccome 

£ 

\ a / qa q.^q.a^ q.aq.oq.a^ 

avremo integrando 

^H-^ . f ^É£=2}t . t -HecUCost. , 



m qa m-^n q,2,q,a* nh^^n 



P 



la qual serie va all' infinito , eccettuato il caso di — eguale ad 

un numero intero positivo. Questa medesima evoluzione può 
adoprarsi anche nel caso di a negativa, purché q sia un nume- 
ro dispari. Ma se q fosse pari, la quantità e sarebbe immagina- 
ria: in questo caso la nostra formula deve porsi sotto questa 

£ 
forma; djzzix dx{bx — a)^ 
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P P^ P 

=5 ^0? ^ dxl\'^-rrx I ^ > ® siccome 

\ ^ / qb . qj,q.O^ 

avremo integrando 

y=b^ Ul 1 /ya qx ^ _^p{p-9)^^ .?f__J-.-ec.) 

Se a e i son numeri positivi, si può fare uso dell'una e deU*al- 
tra serie . 

L 

La formula yzzfx^'^^dx{a^x )* può anche svolgersi in 
una serie con un'altro metodo. Facciamo y:z:{a^bx )^ , z , 

e sarkdy=(a^hx'')''[dz(a'^x'')^^!^^^bx'^^zdx] , e quindi 

x^'^^dx:zzdz{a^Ìx^)-^^^-^^-^^x^'^^zdx. Prima di cercar la se- 
rie che rappresenta il valore di z osserviamo, che quando x sva- 

nisce, abbiamo dyzzjofl x "^ dxzza^ dz^ cioè dzzz • 



Facciamo dunque 



> dz . iw— I f vo /n-H/i— I , v^ ni-Han— I 

e sarà -j-rzraAx ^m^^^yax -<»-(m-H27i)Cjr 

-»-ec.; sostituendo i quali valori nelF equazione 

^T— (^^^^ )'^n[p'^)bx J5— ya? zro avremo 

mqaAx '¥\m-^n)qaBx -^(m^-^^njqaCx -h ce. irò. 

— jr -f- mqbA '^m-^n)qbB 

'¥'n(p-^)bA .j^n(p'^)bB 



D' ALGEBRA P. III. 97 

e quindi A=: — , B=-[ff£±^(^±£l]*^, 

^— . r — _— XI , x/— ^— -— V 9 ©e. 

(m-^SLnjqa {m-f'onjqa 

Sarà dunque posti questi valori 

Abbiamo espresso il valore di z per una serie ascendente ; . 
se vorremo averne una discendente ponghiamo 

zziA-x '^Bx -4-Ca7 -4-X/a? -♦-ec, 

e sarà — zT/v^o? -4-(4«— n)f?a? -4-(^'— 272)00^ H-ec.> 

e sostituiti questi valori ne verrà 

XqhAx '^{X^ri)qhBx *~ -+-(A — 2n)qbCx -♦-ec.rry^r^""^ 

'^n{p'è-q)bB '^n(jP'^)bC 
Paragonando il termine x col termine x "" avremo 
Kz^m — 71, e quindi Azt:-, r^—. ? • t- » 

(m— a/i)y-i-/2(j3-4-y) * ^ ' (w— J5/2)y-H«(/?-f-j) ' è ' * 

Conviene osservare per riguardo alla prima serie che, 

quando (/w-HÌn)5'-*-7z;(/7-+^)=ro , cioè — — ni-i-i, essa si termi- 
na, ed esprime l'integrale algebraico della proposta differenzia- 
le. L'istesso succede nella seconda serie quando /t»— mrizo , o sia 

quando — =i, denotando i un numero qualunque intero positi- 
vo tanto nel primo caso che nel secondo. L'una e 1* altra serie 
però è soggetta ad un'inconveniente, che non sempre ne per- 
mette l'uso. Poiché quando m=:o, o mH-f«=;o, non può ubarsi * ( 
la prima serie , né la seconda può adoprarsi quando \ 

(m— m)y-4-«(j?-i-5r):3:o, giacché i termini diventano infiniti. Vi è ' 

però questo vantaggio, che quando non possiamo prevalerci di 
una, l'altra sicuramente usar possiamo, se pure- non si combi- 
nasse nel medesimo tempo, che — — .ed — 1-~ fossero numeri 

^ n ' n q 

Tom. IL lò 
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interi positivi . Ma siccame in questo caso avremmo ym, la 
differenziale proposta sarebbe razionale, e ninna difiicoltà avreb- 
be la di lei integrazione. 

12^5. 

« 

ÌPinora abbiamo trattato della integrazione delle differeiì- , 
ziali algebraiche: passiamo adesso a considerar quelle, che sonò** \ 
affette dalle quantità trascendenti dipendenti dai logaritmi » « \ \ 
dal circolo . Siano X ed F funzioni algebraiche di a? , e sia prò- \ \ 
posto d'integrare la differenziale Xdxlog.V. 8i prenda per le 
regole date l'integrale di Xdx^ il quale sia Z, ed avremo 

fXdxlog.VzzZlog» F'— / — »-, e così 1* integrazione si ridurrà ad 

una formula algebraica , se Z sarà algebràlca, o se sarà funzione 
di log. V. Per dimostrare questa riduzione , che si chiama m^e-^ 
graziane per partii si osservi che , essendo d.MN^izMdN'^NdM', 
viceversa sarà MN=fMdN^fNdM, edfMdN^MN-^fNdM. 

Sia data per esempio la differenziale x dxìog.x ; sarà 

Zzzjx dxzZ" , ed / — ^=/ •* quindi , eccettuato. 

w-i-i J y J (7^4-l)x 

il caso di ;i^— I, la trasformazione precedente ci darà 

yi-4-i, j . 

fx dxXog.x^^zC-A (log.a? \ — 1; quando nrr— i., avremo 

__ \ • '"^^ 

/ — log.x=log.j? — /-^log.a?, e quindi /-^log.apzz— -^^ i-C. 

Sia P una funzione di a?, e si voglia trovar 1* integrale del- 
la formula dyzzdPìog.x . Avremo yzzPlog.x 
— » / — -log.o: "^ , e quindi se facciamo / zzQ , avremo 

.imilmentey^ì^"-^=QÌ^'*-'-(/i-i)y^Ì^"-^ . % 

Se anderemo innanzi nell' istessa maniera , e potremo avere i se- 
guenti integrali, Tf ^f=Q , f^f. =fl, f&f=S, ec. , otter- 

J x ^ X J X 

remo r integrale ricercato 
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^ " n «; n r^i /i^— I 



fdPìog.x rsPIog.a: — TiQlog.o? -i-n(/x— i)JRlog.a? —tee, , 
e se n è un numero intero positivo, questo integrale avrà 
una forma finita . Si abbia per esemplo la differenziale 

hi ni Iti 

X dxlog.x ; sarà P:^ — , Q= , Rn % ec. e Tintegra- 



m /»» m 



lefx dxìog.x avrà la forma 



m/log.a? log.o? / \l0gn7 \ ^ 

\ m m» /TI» / 

Conviene eccettuare il caso di wk=:o , nel quale la solita trasfor- 

. t^ > /*rf^rT[ h \ «-HI Pàx-r- h 7^ 

mazione ci darà / — log.:& ^log.o: — /i / — log.a? , e-* 

quindi / — log.or = —2 hC . 

Quando rt è un numero fratto, il precedènte integrale ci 
verrà espresso da una serie infinita; l'istesso succederà, quando 
n è negativo quantunque intero: ma in questi casi può usarsi 
il seguente metodo , che c'insegna a ridurre l'integrazione della 
formula proposta a quella di un'altra più semplice. La diffe- 

rensiale rfy= si ponga sotto la forma dy^iXx — ., e 

1 n \ n 

log.:r arlog.a; 

dx I . , 

, SI avrà 



poiché fi 



■/» / \T^ — «— I 



jclog.a: ^71 — i)log.,a7 

> Xx I /> d,Ji.x TI 1 • ^ 

ytz-^ I — !--+• -1 . Lfaonde, se ponghiamo 

/ \T n— i Ti-^ìJ \ — 1:«— "1 

(»— i)log.a: • ^ ìog.x 

successivamente d.Xx±:Pdx , d.PxznQdx , d.QoczzRdx , èc. , 

avremo continuando la medesima riduzione 

Xx Px 



-ri'^i > x/ VI «—2 



(n — i)l.og.ar («— i)(/i— 3)log.a!: 

I .__ p Vdx 

(«— i)(r2 — 2). . . ij \og.x 
Sia per esempio proposto di cercar l'integrale della formula 
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dyrz^t ^ nel caso di n intero e positivo . Essendo 

1 ^ 

"*-' . sarà P=^'^''z=nix"^' , Qzzm'x'^^ , 

dx 

*x "~ , ec. , e quindi 

X mx fn^x 



■/i— I / v/ vi ^«— a / V, _v/_ .,x; n-^ 



(/i— j)Iog.ar (n— i)(/i— a)log.a? («— 1)(»— a)(/i— 3)log.x 

(/j— i)(7i-.a)(/i— 3), . . . .a.iv/ lòg.a? 

Dipende adunque questa integrazione dalla formulay _^ , 

log.x 

la quale, posto A? =20, diventa /^ . L'integrale di questa 

J log.« 

formula se assegnar si potesse, sarebbe di un grandissimo uso 
nell'Analisi: ma finora con alcuno artifizio non si è potuto ot- 
tenere, e non se ne ha che l'espressione per serie, come vedre- 
mo in appresso • 

126. 

Passando alle quantità esponenziali prendiamo ad integrare 
la formula a Xdx ^ ove X rappresenta una funzione di x. 

X ^r 

Avremo integrando per parti fa^Xdar=z ^L— —fa^d . X e 

log.a log.a 

se facciamo dX'zzX^dx , avremo nella istessa maniera 

X a^X' X X 
fa X'dxzzj- -^ n fa dX\ e quindi 

iog.a log.a 

X y X "^f 

fa, Xdx^' «— -• fa «f^^ Similmente se pon- 

-^ ' log.a • a"^ ^ 



log.a log.a 



X Y" 

gioÀfimo dX'irJC^'dx ^ troveremo ya Xdxzz- 



a X a X 



log.a • 
^ log;a 
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a'X" I 



'fa dX" ; e così seguitando arriveremo ad 



log. a log. a 
una formula integrabile, o ad una formala oel suo genere ym- 
plicìssima. Anche in altra maniera si può cercar l'integrale del*" . 
la formula precedente : si ponga fXdx^zP , ed avrassi 

Ja Xdanza P— log.a/a Pdx ; così .pure facendo fPdxz^Q^ ot- 
terremo yi& Xdxzza P— log.a.a Qn-log.a .fa Qdx , e simile 
mente ponendo /Qrfa;=:jR avremo yi Xdaerza P-^log.a.a Q i 

-«-log.a .a /?«— log.a fa Rdx . L'istesso metodo può finché' 
piace continuarsi , e si arriverà in tal modo o ad una formula 
integrabile, o ad una formula, che sia nel suo genere la più 
semplice . Il primo metodo può sempre usarsi , perchè le funzio- 
ni X' y X"^ ec. nascono dalla continua differenziazione (Iella 
funzione Xi onde se X sarà una funzione intera , sì giuujgerà fi- 



X 



nalment e alla formula ya dxnzL- , e perciò in questo caso 

]' integrale può assolutamente assegnarsi • La seconda soluzione 
non ha luogo, se non può integrarsi la formula Xdx^ e le sus- 
seguenti Pdx y Qdxy ec, i 

Si debba per esempio trovar V integrale della formula 

a X dx denotando n un numero intero positivo.* Siccome X è 
una funzione intera, ci prevarremo del primo metodo, ed avre- 

■ I 

xno X':iznx , X'^zzn(n — i)^: , ec. , e quindi 

fa'x''dx=C-Hi'^(JL---'ìfLll +^(2=l}fLl! . . . ■^n(n-i)(/t-a)....i\ 

^ log.a log.a log.a 

> ^d ' 

Si"voglia adesso integrar la forpiula ^ , ove n è un nu- 

X 

mero intero positivo •''Usando il secondo metodo avremo 

ji:-Ji,p=-j — l , 0=- — —U. , 

x"^ (n^i)x'^^ («-i)(/t-.2):p'*^^ 
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iì= — I -,ec. , e quindi 

(„_i)(;^a)(n-3)x"-^ 



/, ^ j ^ ^i 0?,— * 

a%tfj? __^_ a. a log.g a log>a 

a log.a , log.a 



(n— i)(7i— a) . . .• la? (ri— i)(/j^-a) 



/a dx 
X 



a^dx 
L'integrale adunque della formula dipende da quello del- 

' ' X 

la formula , il quale però in alcun modo non si sa as- 

X 

i^egnare in termini finiti. Ma ponendo 

1-4-arlog.a-H — log.a -+- — r'^g.a -i-ec. in luogo di a avremo per 



«ene 



/ 



=:C-4-log.j7-»-arlog.a-»- — log.a -+- Ioga -»-ec. 



2» 2.3^ 

e facendo a ^us otterremo 



/^=:C-f.log.Iog.^^log.e^ì^±. ^ISilf. H- ec. 
•^ log-« a» a.3a 

Si vedano le Annotazioni del Sig. Mascheroni al Calcolo Inte- 
grale delV Euler, nelle quali egli insegna a determinare la co- 
stante C in modo, che l'integrale ivanisca qnande «=o, e dà 
varie serie convergènti per esprimere prowimamenttì il valore di 

/* dz . ' ^^. . 
m tutti 1 casj . 
log.« 

127. 

VenghiaiBo a quelle formule differenziali , che sorto affette 
da angoli e da seni di angoli, ed in primo luogo cerdkiamo Fitì- 
tegrale della fcwmula -Y^/^.Ang.sen.jr. Se facciamo /yrf;r=:P, 

avremo /Jrrfa7Ang.sen.:r==PAng.sen.ar--/!_5fff_ ove se P è 
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funzione algebraica di re, tutto « riduce airintegfa«ione di una 
formula algebraìca. Similmente ponendo fXdxzzP avremo 

/!X^rfj;An2.cos.a7=:PAng.co«.ar-4- / , e co§i pure 

yXrforAng.tang.arzrPAng.tang.a? — / — — ^ . 

Sia (p un angolo, il di cui seno, o la tangente, ec. sia una 
funzione di a;, ìa modo che si abbia d<p::iipdx^ e si debba inte- 
grar la formula dyrzX<p dx. Sìa, fXéfxzzP , ed avremo integran- 
do per parti y:rz(p P^-^nfp Ppdx\ similmente, ^fPpdxzzQ, 
t^xk /(p^'^^ Ppdx=(p'^^ Q^{n^i)f<p^'^^Qpdx , e posto 



/Qpdx:zzR9aTksincoTaL/(p^'^^Qpdx=:(p ""^J? — {n^2)f(p^'^ Rpdx. 



In tal maniera sì abbasserà continuamente la potenSsa di (p , fin- 
ché poi ai giunga ad una formula libera affatto dall'angolo (p\ 
lo che sempre accaderà, se n sarà un numero intero positivo, e 
se si potranno assegnare gì' integrali fXdxzzP^ fPpdxzzQ, 
/Qpdx::ziR f ec. Sia per esempio (p un angolo del seno j?, ciò» 

^ , e si debba integrar la formula ^ dx. Sarà 



|/(l.^«)'. ^ J\/{i^x^) ^^^ ' 

quindi 

Da queste formule, oy' entrano gli angoli dati per i seni, 
ec. passiamo alle inverse, che comprendono seni, coseni, ec. di 
angoli; ed in primo luogo cerchiamo l'integrale della formala 

d(p%tfì.(p . Avremo integrando per parti y£/(^sen.f^'* 

rr— isen.f^ .cos.fM-(/i-^i)/2/^sen.f^ .cos.^ , e ponendo 



a . .. a -j 



i-*sen.(^ in luogo di cos.^ jfd(pwn.(p 

=::— sen.f^ caB.f^{n^^i)fd(p%eiì.f — (/i— i)y2/^sen.^ , 
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Neiristessa maniera ttovQteino fd(Psen.(p^ ^ 

=— ' — 7**^^-^ cos.?J-i jfd<pòen.<p , ec. Nel' caso di n 

intero e positivo giungeremo in fine alla formula /rf^fc^ se n è 
pari , ed alla formula fd<p9^4=.^^os.<p se « è dispari . Quindi 
nel caso di n pari avremo 

^\8en.(p H- 8en.0 -i-^ ^ ^sen®" 

r^^ ^'^ rr co«<?^) «—a ^ «-«.a)(/z-^4)®^"-^ 

fdcp^^n,^ =C ^^ (,,-,)(;,„3)(^^5)../: . 3^' 

( ^ (,2_i)(«-4)(„-^) . . . ^~sen.?J 

(^2^t)(;2-3)(/2-5) . 3 

e nel caso di n dispari 

Vsen.^ H sen.?i h-^ p isen./ 

. * /i j (/z— 1)(«— 3)(ff— 5) a 

Se in queste formule facciamo fJ=:9o°— "*", avremo il valore 
della quantità ^fà'^^^^^ . 

Se ponghiamo la differenziale fif^senT^'^.cosI^'* sotto la for- 



r/i— I , . jn 



ma co8.(p d<psen.(p co8.(p, è chiaro che avremo integrando per 
VSirti/d(p^^'^.'^;;^''=^^7^ 

'^'^^^ì:;;/^^^^^'^ '^^^'^ = sen.f ^ .cos.?> 

"*" ^[ilJIT^'^^*^^^ •^^®-'^ (i— cos.?J ) , e quindi 
/rf^8en.<?>'^.cos./ = ~-~8en.^'""^\^^i;^'*""^ 

W— T /, 7 -/» — -72 — a T> 

'^'J^II^J^^^^^'^ -^««-^ - Per mezao di questa riduzione la 

formula proposta si ridurrà ad avere potestà più semplici di 
cos.?>; in modo che finalmente o cos.?J mancherà affatto, o 



A. 
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sarà elevato alla prima potenza, nel qual caso l' integrazione 

non ha difficoltà ^ essendo fd(pscD»(p .cos.i^r: -sen.^ , 

Anzi sostituendo successivamente in quella riduzione il valore 
della formula integrale trover^no in generale nel caso di n pari 

/a^sen.a) •cos.9' = sen.^J .cos.f 

H-T— — 77 rsen.^ .cos.^ 

( /!!-»-« )(m-f-/i— a) 

(/i—f ){/i— 3) 3 - — rjn^i ^ 

(m-4-/i)('n-H-«-a)....(i7j-+-a)'' '^ ^ 
e nel caso di n dispari - 

Ja(psen.<p .cos.f) = sen.9 .cos.^p 

«»« , >. > sen.(2) •cos.'J) 

-*-)— r"Ti ; — J rrsen.fl^. cos.d^ 

p f«— i)(/i^-3) ....>. a sen.(^ ^ 

Consideriamo adesso quelle formule, che hanno i seni ed 
3 coseni nel denominatore» le più semplici delle quali sono 

da da dacos.a danen.a . . ^ « . «. 

, , , , e primieramente cerchiamo di 

nen.a cos.a sen.<» cos.a ^ 

queste V integrale . Sarà riguardo alla prima 

da dasexk.a daéen.a dx , ^ . 
p-^3 —22: -=r— (posto cos««=a7) , e per- 

sen.a i— cos.a 

•X Z'^^* Il '-«^sr 1-, T-4-cos.a -^ i j 

«IO / =s«»— loff. =s— — loff. ., Per la seconda • 

y aen.a a ^ i-*cf a ^ i— cos.a 

. ifa dacosa dx ,, ^ . . ,. 

sarà 'SS— — — -=r (posta xzzsen.a) , e quindi 

1— «en.a 

/ =r — log, = — log. ; — . L integrale della terza 

J eo8 A a ^ l'mmx a ^ i— sen a " 

e della quarta dipende manifestamente dai logaritmi . Avre- 

sno pertanto» 

Tom. IL i4 
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rJ^=-llo6.i±22!±==iog.l<[i=22!4=log.ung;l«, 

J uen.a a i— cos.» l/(i-»-co8.a) 2 

•/ coB.a 2 I — sen,« |/(i — sen.a) a 

•/ 8en.<» ^ tang.a 

/i ^^^"'^ r:-^log.eo8.ac==/2/atang.« , 
COS. a 

e quindi rd^ot.» ^fdai^n.a__r da ,| ,,„^,. 

«/ sen.^ «/ COS. A J 8en.aco8.a 



"/» 



Per integrare la differenziale ^^°' — » ponghiamela sotto 
— — — /H— .1 cos.a 

la forma ^^" '^ ■ ■ rf«8en ,m , ed avremo integrando per parti 

cos.a 



m — — m— I 



I -. zi^sen.a -wcos.aXo. : — =:— sen.a 

</ cos.a cos.a 

-♦-(/II— i)/ .-— (ot— a)/-5 1 , e perciò 

«/ cos.a «/ COS. a 

/?(2!!2±_=: LiST^^'-H /^f22£f__ . Quindi ti d«- 

*/ COS.» m— I •/ cos.a 

dnce iacilmente nel caso di m dispari 



Vasen.a i m— I l — -m— 3 



.sen.a — __jcn.a •,.— — sen.a 

cos.a i7i— I m— «3 a • 

..«log.cos.a , 
e nel caso di m pari 

• . . — •— sen* a 

■ I 



# —^ -zs— sen.ft — .sen.q 

*^ cos.a m— I I»— 3 

-♦-log.tang.(45«H-— «) , 

e posto ^=90<»— a si avrà ancora il valore di /Hflf2Lfl 

_■■ '' J sen.A 



__ /}i^sen.r . 



-y^ 



COS./} 



La riduzione precedente fdaBfm.»- .cos.a 
:= ■ 8 ea,a .cos.« -h fdasea.a .cos.» posta n 
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dasen a 1 s^in.a 

sr , 

— — /» m— » T'M-i - 

COS.A COS.O' 

^2^±ft^E^i onde si dedace f^f^^^l 

= ,. — — 1 . Sostituendo in questa 

equazione successivamente il valore della seeonda formula 
tegrale che rimane, ttovéremo nel caso dì n pari 




aasen.a _^ i sen.a n^^m^2 sen.a 

■ / i n— I / 



.a V r\ / cos.a 



CO8.A cos 

(h— OT — a)(/i— OT— 4) • • • • (^ — ''*) sen.a "*" 



• • • • 



(/i--i)(ra— .3){n— 5) i co».» 

^ (»-»t~a)(»-i«— 4) (— «) /j;^;;^»» 

(ra_i)(n_3)(«— S> I -^ * ' 

e nel caso di n dispari 



/ 



,. lu . . ■ i w«4"r . •— — -m-Hi 

aasen.a i sen.a 7|..m— a sen.a 



^a »— I ^»— I («— j){7i— 3) -- — I»— 3 

cos.a cos.a \ /v i cos.a 



• • • * 



111-4-1 



(n— m— 2)(n— xMr4) • • • • (3--m) sen.a 

• • • • "T* - J " ' . . ■ L ' . ■ "' '' _■ ' '' ' i— — ^— i • ■ '■ ' ' ■■ 



{»-'K«-3){«-5) a — ^^ 






(»— i)(i!i— 3) a ♦/ co8.a 

Se facciamo in quest'equazioni /n=s— i, avremo nel casa 
cti n pari 

y^rfa^^ii I I r^rfa' 

-.^- ^^ ^^ n— I riTT'*— '^ '*""3— 7-»— 3 cos.a /sen.a 
sen.ocos.a cos.a ^ cos.a %/ 

e nel óasò di n dispari ' 

/^ dm _ I . I J I I « 

■ '■ •— ■ ' • — — !■■ • ■ j • • • ■< 

■ ■ ■ n 7»— I 71—1 72^^3 7 Z— O A 

sen.acos.a*. co9.a*^ *^ cos.a •^^ 



cos .A 



y ^ da • 
sen.ocoe.a * 






io8 ELEMENTI 

Più generalmente y se nelle medesime equazioni facciamo 
m negativa 9 avremo ^ quando n è pari 
da i I 



/; 



— nt n 71— I /w— I — ' — ^w— I 

sen.a .cos.a sen.a .cos.a 



» 



■• • • 



;m-7«— a I 

^ .^^ ' sen.a .cos*« 

(n-^m — a)(a-i-7n— 4) • • • • (a-f-m) i 

\ ^^ ^ sen.a .cos.a 
(«■i»m— 'a)(yi-K;»— 4). « ■ . . * ro ^ da 
(n— i)(/i— 3) I / -V» 



« quando « è disparì 

da I I 



/; 



— ^/n 71 W'— I /TI— I — *■*— /l— I 

sen.a «cos.a sen.a .cos.a 

n-4-m— ^ I 



^ '^ ' sen.a .cos^ 
{/2-4-m— a)(«-4-wj — 4)* ••{^"^•''') ^ 



^ ^^ / sen.u .cos.a 

^ (ni-4-m— 2)(7z-4-/«— 4)* • • (i-^w) ^ da 

(/i— i)(7i— 3) a / m * 

^ '^ ' •/ sen.a .cos.a 

Quest' ultima formula integrale nosto aszgo^^ diventa 

dS ' ^ 

— £ — ^\ della quale abbiamo di sopra trovato il valore. 

a tì^ 

sen.pcos.p 

Sì voglia adesso rinterrale della formula r^ — - : fac- 

^ ^ • ^-^cos.t^ 

dx 

Clamo tjos.teix, ed essa diventerà — ; • Per to- 

gliere Tirrazionalità ponghiamo i-7a;*sr(i-i-^)*y* , « giungere- 
mo alla formula ; — , ■ , « — , la quale secondo che tì>b , o 

a<jb ci darà per integrale liti angolo o un logaritmo. Nel caso 

di a>h si troverà / r^ — -rz i? Arc.tanff — i— — i2L : 

J a^3co8.^ j/(aa— .Z»aj j/(a*-.Aa) 

fiel .caso di a<ib si otterrà 



• 
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mo'r= y'^^'^^^^ — ^°'^ , "e sostituendo questo valore 

1-4-J? I-4-C08.^ 

^Arc.tang.— 1 iL-=Arc.tailg — i^-L — — ^ 

"" ^*(a-f-A)(i-»-co8.<j>)— (<&*-i)(i— cosi?) 

=Arc.tang.l^^i^ll^^-?^Ì^ . Quindi ^cl caso di u>b avremo 

àeos.^-hi 

/ — — = -7: r— Arc-tane-i—i , - ■ 

J a^cos,(p |/(a»— ^«) «co8-3>-4-^ 

l/{a^-^^) a-HÌco8.J> * 

=:__l_Àrc,^os, ££5:!±t* , Nel casodi a<b sarà f-^^—. 

_. I j^^ ^/[(&H-a)(i-M;o8.(?^)]H-i/[(&— g)(r-*cfos.(^)] « 

= • ^ log. »H-^Qs>V-»'l/(^'-^')«^"-^ . Nel caso di «^ 

l'integrale della formula (^^^^.^^^^i^ T * a =T * Ti^^ST^" * 

qui^idi f-JÌ—- J5Il:^=tang. -^ . 
^ 1-f-cos.f^ jTM5as,(^ ^ i^ 

«TUto per integrale jlog.^^^j— ^ . La fomula ^^^^^,^ «» 
tWorma in ^-—fg^^. e quindi /^1^=| 

hj a-f-^cos.^ * 
Per trovare 1* integrale della formula r"*^^^^'^^ ^ «i sup- 

ponga Mc^ecoÈ.^) _ Asen.^ ^ rdcp(B^Cco%4 ) ^ 
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ove Ay B^ e C aon quanlUà contanti, e differenziando avremo 

c-t-ecoa.<jtr^coa.?^(a*f-ico9-?J)-4-(«— i)-^Ì3en.(j> 
'^{R^Ccos.(p){a^cos.(p) , 

a I ■ ... a . 

e quindi a motivo di &en,(p ^i'^cùs,(p ; 

t«— 1 )-4Ari-jBa— Cr^^a^jBi^HCa— e)co8 .?> 

a 

-i-(-4i— (/2'rTi)viA-+-Ci)coa.^ =0 , 

. a 

e facendo =o ì GoefficieM^-di e&s-.f -, e .di oos.f^ . troveremo 
^^_ae-£c jB^oc-^ Cr:^^^!!^"'^ > Avremo. 

adunque questa riduKÌoi)e i 



f- 



(oH-icos.?^) (/i— i)(a*-»J")(a-+-5cos (^) 

per mosso delU quale giungeremo finalmente alla formula 
/ h ' ^ ^ '^ ^^ ^'^^^ valore è noto ^ E di «omma ut^ità l'espri- 
mere in seriii V integrale delle precedenti formule, ma noi per 
servire alla brevità rimetteremo i nostri leggitoiri al Calcolo In^ 
t egraie del Sig. Euler. 

Passiamo finalmente a mostrare , come ottener si possa per 
approssimazione l'integrale delle formule differenziali ^ Chia- 
mando M il valore di y , che corrisponde ad xzsa, ed A^ B^Cy 
ec. ciò che divengono .nella medesima ipotesi le quantità 

d^^^P* 2^;==?» TtF^* ®^'> *^vremo, se a cresce della differen- 
za finita x^^ay 

r=iwr-4-^{a?— ^)-hJ?ì — -r — kC i -i- h-ì? ^ \ H-ec. 

^ ^ . ^ a a.rf a.d.4 

Se poi J7 diminuisce della medesima differen^sa x— a, avremo^ 

v' ^v -^ ^ a a . ò a •3.4 

e quindi 
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--. , . (a:—/»)» (a>-a)» (ar-^)* 

•^ -'^^ ' * a a . 5 a.d.4 

Sia j=r/Xrfa?, avremo />=-¥, e supponendo che a per giuogere 
ad X sia passata successivamente per a, a', a'', a^ y . . . . x» 
ed indicando per M', M", ec. , -4', -4", ec. i Valori di M ed 
Ay ec. corrispondenti ad azza! ^ a!\ ec, avrenio questa serie 
di equazioni 

Mz=M^A ia'^)^B ìf^^ ^-«-^ W***' 

^ ' a a,o a.a.4 

J -^ ^"^ ' ^ a a.3 a.d 4 

Sommando tutte qnest' equazioni » e supponendo, che le diffi^» 

lenze a'— a , a^!"^ p ec. 8Ìa.no costanti j,- e rappresentate da 

I ' 

— , otterremo 

a 

a.3tt»^ '• ' a.3 4-A^ 

L' altra formula ci darà questa serie di equazioni 

^ ' a ^ a.ò • ji,ì5.4 



ix*^x]^ ix-^x)* Ix^^'x)^ 
e quindi si ricaverà 

-^(C'h-C'-i-C'" w) 5Vr(-OVI>"-i-i3"'...-w)-«c. 
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Prendendo un medio aritmetico tra questi due valori di y 
avremo 

3.3.4.5»* V a / 

e questa valore di y sarà tanto, più convergente, quanto più 

• piccola si prenderà la quantità -~ , la quale siccome rimane in 

nostro arbitrio y è chiaro ^ che potremo cqq questo metodo otte- 
nere serie convergentissime . 

Sia proposto per esempio di esprimere prossimamente il lo- 
garitmo di un numero qualunque x. Avremo in questo caso 

y= / — , il quale integrale si prenda in mòdo che svanisca > 

quando x^i , Sarà perciò a=i , Afzzo, /??=— , £=5 j « 

rr:— , ec. e quindi 

log.3r=i— f IH 1 -....^ -1—7 — ( I -I 

-I— i-^T-.- "** . ^' ' ^« f!±iV ' A— 'Y 

àa^\ (a-f-i)3 (a-+-a)» jc» aar» / 8a* \ ar^/ 

Si voglia il logaritmo di a$ &cciamo a;=:]p.^ e sarà 
1 \^ I I I 1 3 3' T 1 

IO .II. la . ao . 4^ ,i6oo . 3. io» .3.m*^. 

I <^ i5 r I 

24000 40000 laooooo 5.10* 5.11* 

I . 33 

> »^ » •4* ^ — ' . . ' ■ ec» 

.10000000 . . oaoooooo 

Si debba ip secondo luogo trolrate'per approssimazione Fin- 
tegrale di rfy=:fi dx; Jn modo' che svanisca allorché xzso\ ' 



^ 
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%hi 



Avremo azzio , Af=:o , pzzi 

I 



a: 



qz=e 



I 

X 



J 

X^ 



|4) , ee. , e quindi 






36 






-+-e 



li 



1 a— ^ 



■4-e 



:2 



77r-re 



16 
6 



I 



ec. 



ar/2 6^ J&^\ 

Questo metodo, quantunque generale, non può adopcar-» 
8i, allorché per un dato valore di x alcuna delle quantità ^ , 
B9 Cf ec. diventa infinita, senza che il valore dì y sia anch'es- 
so infinito. In tal caso, quantunque l'integrale sia possibile, 
non ci verrà rappresentato dalla nostra formula; ma a questo 
inconveniente potrà porsi rimedia mediante qualche adattata 

sostituzione . Cosi per esempio, se abbiamo /- 



(i— <r) 



lim 



ove 



l<,m , la qual formula ci dà il valore di ~- infinito , quando, 



m 



x'zih , facciamo b-s^zzz , e supponendo , che mediante questa 

sostituzione X diventi Z, avremo yzizm/Zz dzy ove non 

abbiamo più ^ infinito, quando xzibj cioè quando z=o, e per- * 

ciò vi possiamo con vantaggio applicare il metodo precedente; 
In altra maniera dopo di aver cercato il valore di y da a 
fino a i— o , $i faccia l'integrazione della formula Xdx pel ca- 
so di xzzb posta Ar=r&— o, la quale nella ipotesi di o piccolissima 
non porterà seco alcuna difiBcoltà. Sia data per esempio la. foc- 

Tom. IL i5 
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mula y=: / . , della quale col metodo irisefenatò di so- 

•/ K (* — ^*) 

pra 8Ì abbia il valore da xzrui fino ad :n=i . Per averne Tin- 



tegrale da rrrzi fino ad amfe si faccia ap=J— «, e si avrà la 

^""'"^* t/(4A».-6^».a^4^,,_..) ' ^ quale a motivo di « pie 

eolissima diventa - i^^*^''*^^'")' « ^''^'^g-^^^^ «1^ 

* essa preso in modo che svanisca quando o è rzo si troverà essere 

— .Ì_L— — .^ — Qi/o— . V .tf^t/<>' Adesso posta 0=:J. ,sa- 

rà — — y=[ i-f- TT- ■+- ^ , ^ ^ I il valore di y da ar=& fino ad 

,ax=:«> , e per conseguenza -—- :=| ih- .4- 1 sarà il 

► valore di y da orrzJ fino ad ami ; poiché V integrale cangia 

di segno, allorché s' invertono i limiti • Infatti se un integrale 
qualunque completo yzzF^x^^C si deve prendere da a;^za fino 
ad cx^:db j convien prima determinare la costante C in modo, 
che il valore di y svanisca quando o^zia, dal che si deduce 
Czz — F.a, poi bisogna fare arzzè; onde il valore di y diventa 
FJ) — i^.a. Se poi invertendo i limiti vogliamo il medesimo in- 
tegrale da a7=:ì fino ad x;z:.a , bisognerà cangiare a'wxh ^hxxi a^ 
ed il valore di y diventerà F.Of^F.b^ cìóh il medesimo di prima 
ma col segnò mutato • 

CAPITOLO II. 

m 

Della integrazione dell' equazioni differenziali in generale, 

JL/ij(Ferenziando una equazione qualunque finita Z~c tra le 
variabili a? ed y avremo una equazione differenziale del primo 
ordine Pdx^¥^dyzzOy e viceversa Zno sarà Tintegrale della 
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equazione Pdx-^-Qdy^no . Ma acciò ^=o sia un integrale com- 
pleto dell' equazione difFerenlsiale, deve contenere una costante 
arbitraria, che non n tr©Vi nell* equaeione differenziale, la qua- 
le può essere svanita mediante la differenziazione, essendo la 
medesima XJOSa il differenziale di Z^ e quello di Z-^a , se a è 
una quanttità Qt^ftntar*S%»y»ia adesso l'equazione Z-4-aa;-H&=Oy 
differelMHdb*do avremo dZ-^^dxzzo , e differenziando di nuov-o 
nella ipotesi di dx costante avremo l'equazione del second' ordi- 
ne rf*Z=o. Quindi T'integrale completo dell'ordine immediata- 
mente inferiore di una equazione del second' ordine, o sia l'iti-' 
tegrale primo completo deve contenere una costante arbitraria , 
TintegraJe secondo completo, che in questo caso è l'ultimo, il 
quale si chiama ancora integrale finito completo, deve contene- 
re due costanti arbitrarie. Similmente se differenziamo tre vol- 
te l'equazione Z-+-ax*-»-t;r-+-czzo supponendo sempre dx costan- 
te, avremo i.° dZ^^2axdx'^dx=:o y a.® d^Z-i^^i^dx^zzo , 3.«> 
d^Zzrio. Dunque l'integrale primo completo di una equazio- 
ne del terz' ordine deve contenere una contante arbitraria, due 
ne deve comprendere l'integrale secondo , e tre l'integrale finito 

esimo 

completo. Generalmente l'integrale n. di una equazione 

differenziale qualunque deve contenere n costanti arbitrarie tal- 
mente disposte, che non possano svanire che per mezzo di n 
differenziazioni . Una equazione differenziale è sempre tra due 
variabili, e quantunque alcune volte non se ne veda che una, 
ciò succede perchè mediante la differenziazione è svanita quel- 
la^ il cui differenziale è eostante. Infatti l'integrale dell'equa- 
zione d^Yzzo^ ove Y è funzione di y sola, è come abbiamo ve- 
duto, ì^-4-aar-i-i=:o. Si osservi fin d'adesso, che nell' integrare 
convien sempre aggiungere le necessarie costanti, né alcuna 
operazione si deve eseguire suU* equazioni integrali prima di 
averle completate. 

Se in uno integrale completo si fanno una o pia costanti 
eguali a zero, o all'infinito, o a qualunque numero determina- 
to, si avrà rio che si chiama un'integrale /^ar^ico/are. Quindi 
da un'integrale completo di qualunque ordine sì potranno de- 
durre infiniti integrali particolari del medesim' ordine. Non si 
deve però credere, che quando una equazione senza il neoessa- 
rio numero di costanti soddisfa ad una equazione differenziale^ 
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essa ne sia sempre un integrale particolare, poicKè ha osservato 
il Sig. Euler il primo, che si danno alcune rélaBioni, le quali 
soddisfanno all' equazsioni ^differenziali , senza esser comprese 

nell'integrale completo. Così all'equazione dyzz-^^- — lì^LZ — 

soddisfa l'equazione a?«-Hy*— a*=:o; contuttociò non è questo 
un integrale particolare, perchè non può ad esso ridarsi l'inte- 
grale completo yz=c-f|/(j7^-i-y'*— a"), qualunque valore si dia 
alla costante arbitraria^. Queste relazioni^ che soddisfanno 
all'equazioni differenziali, e non son comprese nell'integrale 
completo, le chiameremo soluzioni particolari , 

Sia data tra le variabili or ed j , e la costante arbitraria a 
r equazione finita ZzsOy la quale differenziata ci dia l'equazio- 
ne jP=o; con le due equazioni Zzro , e Przo si elimini a, e si 
otterrà l'equazione Qiro, che ha per integrale completo Z=:o*. 
Sia propostatper' esempio l'equazione y^-i-ax-4-a':i:o ; avremo 
differenziando adx^^^ydy:=io y ed eliminando a troveremo 
\y^dy^'-^7,xydxdyr^y^dx'^'rz.o ^ la qual' equazione ha per inté- 
grale completo la proposta y^-f-ax-i-a^izo. La medesima propo- 
sta è un'integrale particolare dell'equazione arf^-i-2jfl^)cz:o, perchè 
non contiene alcuna nuova costante, e perchè è compresa 
nell'integrale completo oa7-+-;y"-*-i=:o. 

Si abbici adesso una equazione finita Zzzlo tra le variabili or 
«d y, e le due co$tanti iadeterminate a ^ h. Differenziandola 
due volte avremo Pzzxì equazione differenziale del prim'ordiue, 
e P'zzo equazione differenziale del second' ordine. Mediante l'e- 
quazioni ^=ò, e Pzzsò eliminata prima a, e poi b ne vengono 
l'equazioni Q=o, e Q'zzo, ed eliminate a e £ insieme con le tre 
equazioni Z=:o, i^o, e P'zio ne viene l'equazione differenzio^* 
le del second' ordine i2=:o. Questa equazione /Z=o ha du^ inte- 
grali completi del prim'ordine, cioè Q=:o, Q'~o, e V integrala 
completo finito Zno. Allorché si conoscono i due intégrali pri- 
mi completi si potrà risparmiare una ulteriore integrazione, poi- 

dy . 

che eliminato -j- da essi , il resultato sarà l'integrale finito coni* 

pleto. Sia per esempio Zzraar-niy-i-y^ ; avremo differenziando 
due volte nella ipotesi di dx costante Pzzadx-^dy-Hiydy^ e 
P*:zz{b'^2y)d^y^-^2dy^ . Eliminando prima a poi b mediante re- 
sinazioni Zz^o^ P=D avremo Q=(Aa:-f-ad7y)rfj— (6y-f-y")rfj7, o 



V 



D' ALGEBRA P. IH. 



117 



^:zi{ax'^^)dy^aydx\ eliminando a t b mediante Tcquazio- 
lù Z=o, iP=», Fzzo avremo l'equazione 

a.xdy^^^ydxdy^'^^dxd^yzzOy la quale ha due integrali com- 
pleti dell'ordine prossimamente inferiore, cioè ^ 
(i:r-+-2:vj)fi?j— (ij-4-y^)rf^r=:o, {aX'^y^)dy^aydxz:zo , e l'integrale 
completo finito aar-+-ij-Hy"=:o. Se con le due equazioni Q=0, 

e Q'=:o eliminiamo ^, ne otterremo «a7j-f-ij^-4-y*=o, cioè 

o jcso, o flar-4-Ay-Hy»=0: il primo è un integrale particolare, 
il secondo è l'integrale completo. 

Sia data ancora l' equazione Z=ro tra le medesime variabili 
or ed j e le tre costanti arbitrarie a, ^, e e. Differenziata tre 
volte essa ci darà l'equazioni P=o, P— o, P'^zzio; mediante le 
tre equazioni Zzzo , jP±=o , eP'zzo, si eliminino prima a e b^ 
poi b e c^ e finalmente a e e, e. ne nasceranno le tre equa- 
zioni differenziali del second' ordine Qzzo, Q'=ro, Q"=o, ciascu- 
na delle quali conterrà una diversa costante arbitraria. Se ades- 
so eliminiamo 0, i, e e mediante le quattro equazioni Zi=c , 
/tre, P'zro , e P"=o , ne verrà l'equazione del terz* ordine 
jRi^zo; ed è chiaro che questa equazione ha i tre integrali primi 
completi Qz=o, Q'=o, Q"=o, e l'integrale finito completo 

Zzzo : e mediante i tre integrali primi potremo eliminando -j- 

e j-^ giungere all'integrale finito^ 

Ceneralmente qualunque equazione differenziale dell'ordi- 
ne n ha un numero n d'integrali completi dell'ordine n — i, 
per mezzo de'quali potremo spesso trovare l'integrale finito com- 
pleto , ch« è uno solo , quantunque possa presentarsi sotto infi» 
nite forme diverse. Questo importante teorema sì deve al Sig. 
Font a ine. 

Se una equazione o finita o differenziale conterrà funzioni 
trascendenti, sì potrannp queste mediante la differenziazione 

X 



eliminare. Syi per esempio yzz 



X 

a — I 



X r-Hi 
avremo a :^- 



ed 



«^ 



xlog.azrlog.*^- — , e differenziando dxìog.acz, — -=^ . Si abbia l'è- 
quazione Plog. ^-i-Q^^rc, ove P e Q són funzioni algebrai- 
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cKe iì X e Ai y ; avremo dividendo per P e difFereDzianda 

-T^-H-è" • "T^^T"^' jj^^'^* ^^^ "*^^ adesso 1 equazione 
Arc.tang. y- -i-Plog. -7- -4-Q -r- =:o ; differenziando avremo 

a^^:^^-*-^ -^ -H^JP.log. ^ -Hrf.(Q^)=o , ov e sparita una 

delle funzioni trascendenti. Per eliminar l'altra differenziamo 
di nut)VO dopo di aver divisi tutti i termini per dP , ed il resul- 

d^ 
tato sarà rf. r— - — r-rrTo -♦-^' t^t- -♦- -1^ -♦- ^ -nr- =<^ • I'* 

questi esempj si vede chiaramente , che potremo aver sempre 
equazioni differenziali , nelle ^quali non siano funzioni trascen- 
denti della più alta differenziale. Quindi posto -^zzp^ ^ ^zq » 

^=:r, ce. qualunque equazione dell'ordine n tra le variabili x 
ed y , nella quale dx è supposta costante , avrà là forma 

— I -^ikfco , essendo M funzione di :»? , y , /? , y , r , ec* 



dx"" 



i3o. 



Se in una data equazione alcun differenziale non sarà statd 
supposto costante, si potrà nel modo seguente vedere, se esiste 
una equazione di un'ordine inferiore che vi soddisfaccia, e ne 
sia l'integrale completo. Siccome alcun differenziale non è sta* 
to supposto costante, è in nostra libertà di suppor costante quel 
differenziale, che più. ci piace; quindi conviene osservare, se 
presi diversi differenziali costanti ne risulti il medesimo rappor- 
to tra le variabili . Se questo non avverrà , sarà un segno sicuro 
che non esiste alcuna equazione; la quale sia l'integrale della 
proposta. Data pertanto una tal equazione si faccia prima dx 
costante, poi l'equazione che ne risulta s\ riduca di nuovo ad 
una forma, in cui niun differenziale sia costante, posto cioÀ 

t« dyd^x , , j. , ,. Zd'^xd^r Sdyd^x dyd^x 



■** ' 



•« 
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m luogo di rf'y, ec. Fatto ciò si osservi sp Tequazione , che ne 
nasce, combini: con la proposta: a^e questo succede, l'equazione 
esprimerà un determinato rappqrto tra x ed y\ altrimenti non 
vi sarà alcuna equazione che sia integrala completo della propo- 
sta. Si abbia per esempio T equazione 

Pd^x-^^d^y-^Rdx^'^dxdr'^Td.r^T-io. in am nmn ditierenzia- 
le è 8um)o4D é^'^'*'^"^^' J^acciamo coata^^^^*^, ed avremo 
^^-j^fiiiax'^U^dxdy'-^'Tdy^zzo ; e riducendo di nuovo qyiesta 
equazione a non contenere alcun differenziale costante, seri- 

vendo cioè d^y =^-7 — in luogo di d^y, otterremo 

^^^—^Qd^y^Rdx^'-^dxdy-^Tdy^^o. Acciò qu<«ta *<Jua. 

Ody 
zione combini con la proposta, convien che sia P=:— ^—^ , e?6è 

Pdx-^^dy^zo . Se ciò avrà luogo, l'equazione proposta ammet- 
terà un integrale, o sia una relazione tra x ed y, che si troverà 
la medesima qualunque differenziale si supponga cosante. Qui 

Ody 
però convien distinguere due casi ; o è attualmente P=z— ^^7=^; o 

sia questa equazione è identica: ó pure l'equazione Pdv-^Qdyzzo 
sussìsterà nel medesimo tempo che la proposta , cioè ne sarà un 
integrale, particolare però, perchè non contiene alcuna costan- 
te arbitraria. In questo ultimo caso si potrà a^re anche un in- 
tegrale finito particolare senza il soccorso del Calcolo Integrale • 
Infatti differenziando l'equazione Pdx-^Qdyzzo avremo 
Pd^X'^-Qd^y'-^Pdx'^dQdyzzo y e sottraendo questa equazione 
dalla proposta otterremo Mdx^-^Sdxdy-^-Tdy^zzzdPdx^-^Qdy , 

Pdx. 
ove potremo eliminare i differenziali ponendo flry=——-?r- .Diin- 
cidiamo tutti questi casi con qualch' esempio. 

Sia proposta l'equazione ydyd^x — ydxd^y — dx^ — dxdy^zzo , 
la quale ci dà Pdxzzydxdy, e Qdyzzr^ydxdy : sarà dunque Te- 
-^"^ quazione Pdx-^-Qdyzzo identica, e perciò la proposta ammette- 
rà un integrale completo « 

Sì abbia in secondo luogo l' equazione x^d^x^^-x^yd^y 
'^(a^'^^)dx^'¥<€^dy^'zzOy e affinchè essa sia integrabile , con- 
verrà che sia x^dx-k^x^ydyzso ^ cioè xdx^¥-ydy:z^o ^ e siccome 
questa equazione non è identica, vediamo se soddi^^-alta pro- 



\ 
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posta. Differeaziando abbiamo xd^x-^rlx^-^yd^y^^dy^zzOf e 
sottraendo questa equazione moltiplicata per x^ dalla prop'osta 
avremo a«— ja—^ca^zo . Ora poiché T equazione x^-^^t^za^ 
combina con l'altra xdx^ydyzzo , sarà un integrale particolare 
della proposta. 

Sia finalmente data v^'^^ — :. 
quale sarà integrabile se 
renziata ci darà xd^x-^x^ 
cioè y costante, lo che non può aver luogo. Dunque non esiste 
.alcuna relazione tra x ed y» che soddisfaccia all'equazione da- 
ta. Osservazioni simili si daranno, se l'equazioni comprenderan* 
no un più gran numero di variabili. Ma in tal caso l'equazione 
potrà non ammettere un Integrale , quantunque in essa m^ 

qualche differeiwsiale sia costante, come adesso -vedremo . j^ 

• * -t< 

i3i. - * - 

Sia data una equazione differenziale del prim' ordine tra 
"^ '^variabili or, j, «, ec. della forma ^rfar-f-Be/j-4-C<f25-*-ec.==o-ijb'* 
se, questa equazione ammetterà un integrale, vi sarà sempre 
fattore F funzione finita delle variabili .ap, j, », ec. pel qua 
moltiplicata 1' equazione proposta diventerà una differenziale 
esatta. Infatti sia 7b=o l'integrale della proposta, e da questa 
equazione differenziata ne nasca dTzzPdx-^Qdy-^Rdz^^ ec.szo; 
e siccome deve quest'ultima equazione corrispondere alla prò* 
posta, converrà che il valore di dx preso da ambedue Fequazio- 

ni sia il medesimo, cioè sarà -7-=^^ » '7'^^>^^'t per soddisfare 

alle quali condizioni bisogna che, posta PzzFAy sia QziFR, 
R=zFC y ec, cioè F è \\ moltiplicatore, che rende la proposta 
una differenziale esatta, il qual moltiplicatore sempre esiste, se 

P 

pure la proposta è integrabile, ed è =:-j- . Da questo principio 

potremo giudiòare, se la proposta ammette un integrale. 

Sia data infatti l'equazione Vzzo del prim' ordine tra le va- 
riabili x^ y y Zy ec. , la quale posto dyzzpdx^ dzrip'dx ^ ec. sì 
ridurrà ad essere una funzione di x, y, z, ec, p ,/?', ec. Ora 
se questa equazione ammette un integrale, vi sarà una funzione - 
F di X y y , z y ec, tale , che sia Ff^ una differenziale esat- * 
ta, e quindi, per ciò che abbiamo insegnato nel Calcolo Dif» 
i'erenziale, l'equazioni - 




: 



b^> .. 
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\ dr / dx \ dp / 
/d.FF\ I , /d.FF\ 

\-irrdiH-drr° 

ec. 
le quali sono tante , quante le variabili meno una, dovranno 
« gasare identiche • Se facciamo 

dV=MdX'^Ndy^]Srd»-^c. ^Pdp^Fdp'-^tc. , 
t se osserviamo che F lìtìn contiene né /» , né /y' , ec. , pò* 
tremo mettere quest'equazioni sotto la forma seguente 

ec. 



(■ 



Ora se esiste una equazione finita B:zzOy. cb^ soddisfaccia aUii 
^proposta F=:o, differenziata l'equazione BzzOy e posto il valore 
ricavatone 4 ij!? in Vy diventerà Vzzo una equazipne identica ^ 
ipioè diventerà r:o il secondo membro delle precedenti equazio- 
ni : dunque la medesima aostituzione manderà a zero i primi 
membri di quest' equazioni; ^i quali 4^ vono essere identici con i 
secondi . Quindi avremo 

ec. 
tqiiazioni identiche, ^ se vi sostituiremo il valori^ di p ricavato 
dair equazione dBsso. Ma questo valore dì p è lo stesso che 
quello dedotto dall'equazione Vz;:o: dunque se la proposta è in^ 
tegrabile, Tequazioni (a) dovranno diventare identiohe, aller-* 
che vi si sostituisce il ya.lore di p ricavato dall' equazione Vzso • 
Quindi eliminando F avremo V equazióni di condizione 



(N- 9^=(2v-f )/• 



ec. 



ìe quali saranno tante di numero » quanto ^ il numero delle var^ 
jqtahili menp due. Quest'equazioni di condizione coml>inate conj^ 
• Tom. IL id 
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la pmposta devono essere ideotìcbe, acciò ^ssa sia integrabile^ 
cioè affinchè esista una equazione finita ch^ vi soddisfaccia . 

Paò succedere, clie quest'equazioni di condizione non iìa- 
no da loro stesse identiche» ma richiedano per esserlo oltre l'e- 
quazione Vzro anche un'altra equazione finita C=o. In questo 
caso, se l'equafisione Czto soddisfa alla proposta ^^o, ne sarà 
un'integrale, ma particolare, perchè nella equazione C:30 noa 
entrano destanti diverse da quella della proposta. Se poi non 
soddisfacesse alla proposta , questa non ammetterebbe integrale , 
né pur particolare. 

Discendiamo ad un caso speciale, e sia proposta l'equazio- 
ne tra tre variabili yizzAdsM-Bdy-^Cdzrzo ; ove AjB^C sono 
funzioni di j: , j , e z . Ponendo dyzzpdx , dzzzgldx avremo . 

Vzz{A^Bp^py^ , e quindi ÌV=(^^;,(^h^'(^) , 

fcB, i\r=(^)Htf,(g)*/(f ), P'=C, e perciò l^^azione 
di condizione sarà ( /^ 

la quale, sostituito il valore di jBfp=:—^—C]p', diventerà 

e questa equazione dev'essere identica, perchè la proposta am- 
metta un* integrale completo, o deve alla proposta soddisfare , 
perchè questa abbia un'integrale particolare. 

Sia data per esempio T equazione dx'^-^y^^-^ziso; avre- 
mo ^i , e quindi (^=(^=0; B=£, e perciò (g)=p 

4Jf* ftp 

sti valori l'equazione di condizione diventerà -^ — .i ■ -sro , la 

quale, siccome è identica, ci mostra, che la proposta ammette 
un' integrale completo . 

Si abbia in secoado luogo l' equazione {z'^)dx-¥<cdy 
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-»-(y— «)rfz=o . Avremo J=z—y, (^J=— i, (^)=i. S=ix, 

' di condizione sarà z^^-^xzzo , la quale siccome non è identica ^ 
convien vedere, se soddisfa alla propostfi, e perchè questo suc- 
cede, U proposta avrà per integrale particolare zrzar-^Hjr. 

Finalmente sia data l'equazione ydy-^dX'^xdzrzo ; l'equa- 
zione di condizione sarà ^-i-j=zo , la quale siccome non è identi- 
ca , né soddisfa alla proposta , questa non ammette integrale • 

Passiamo all' equazion'e di quattro variabili 

r=^+5f -f.C^-H2?^=o,cioè Vz=ji^lSp-U}p'^Dp'\ Sarà 
condizione saranno 

le quali sostituito il valore di Sp^z-^A'-^p'-^Dp" divente- 



ranno 



^P 



e queste devono essere identiche • Ma siccome le quantità A^ 



if 
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By C e D non contengono Taèp' né/?", converrà che siano egua- 
li a zero i termini moltiplièati per p' e i^v p'\ Quindi avremo 
le tre equazioni — 

ie quali devono essere identiche , perchè la proposta ammetta, 
un'integrale completo. NelFistésflió modo si laveranno le con- 
dizioni d'integrabilità per l'equazioni di un maggior numero di 
Variabili 1 

'Se nella equazione di condizione trovata pet tre Variabili 
facciamo C=o, e supponghiamo che A e B. non contengano z ^ 
l'equazione medesima sarà identica: perciò qualunque equazio- 
ne y^^j:-4-J5^yr=o tra «due variabili è aempre integrabile, cioè 
esÌ3te sempre un moltiplicatore ,- che la rende una differenziale 
^esatta. Ma questo teorenia è così interessante, che fa d'uopo di- 
mostrarlo più accuratamente. Facciamo docrmiy dyzzm\ ed 
avremmo F equazione diÉTerètaziale Ì^AmihBm'tro y la quale ve- 
diamo, se moltiplicata per un fattore F funzione di x è di y di- 
venir possa una differenza esatta . Sia dunque 

FF=^(2=(f)»*(f)»'. ed 

\d — )*"^ ( w f )^^' ^^ adunque la proposta J^ moltiplicata 

per un fattore F può -divenire integrabire , dovranno esseri 
Identiche l'equazioni 

\ir)^^ \ dm J-^' 



avremo 



d.Fr* 



dm 



)=(f) . 



quin« 
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air opposto se Fnon può divenire integrabile , quest'equazioni 
non avranno luogo . Ma esse si trasformano nelle seguenti 

nelle quali, se facciamo Vzro, svaniscono i secohdi membri; 
dunque nella medesima supposizione devono svanire anche i 
primi membri . Quindi , perchè la proposta sia integrabile, Te^ 
qaazioni 

V dx/ \dm/ Kdnif / * ^ 

devono essere identiche, se vi si sostituisce il valore di nU dedoit* 
to dall'equazione r^o. Perciò eliminando F avremo l'equar 



zione 



(ife)(5;;?)-fc)K^H^)(3m)-K^H3;s^)=° ' (^'^ 

che dev'essere identica sostituito il valore di m', perchè la prò*» 
posta sia integrabile, e la proposta sarà sicuramente integrabile, 
allorché F equazione (&) aviÀ luogo • Poiché se non fosse integra- 
bile, non sarebbero identiche l' equazioni (a), e quindi uè purè 
le (&) , cioè non esisterebbe un valore di^jP, e perciò né pure di 

J7r> il quale soddisfacesse ad ambe T equazioni (&), e Tequazió- 

dF 

ne (c)^ che risulta dal paragone dei due valori di -=■, non sareb* 

be identica. Adesso, poiché V^Am-^Bm^ aarà 

f j-7j=iB, e sostituiti questi valori, l'equazione (e) diventerà 

la qnale è realmente identica, se facciamo VzzAm-^Bm'zno. 
P«rtanto qualunque equazione differenziale tra due variabili 
aédx'JihBdyxM è sempre integrabile. 



L 
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i3a. 

t ' 

Passiamo all'equazioni difFerenziali degli ordini auperiori, 
nelle quali supporremo sempre dx costante. Sia data adunque 
una equazione diflFerenziale dell'ordine n tra le variabili a? ,y , 
z , w , ec. ; posto dyzipdx , dprziqdx , dqzzrdx , ec. dz^p'dx , 
dp'^=q'dx^ ec. questa equazione sì potrà sempre ridurre alla for- 
ma dt^Adt!-^ec. H-J3rfir=3o, essendo -^, -B, ec. funzioni dì ap, 
y 9 jB , ec. /?,/?'....*,*', ec. Ora se questa ammette un'ia« 
tegrale dell' ordine inferiore , vi sarà sempre un moltiplicatore^ 
che sìa funzione di x , y , a? , ec. /?,/?' , . . y^ . t , *' , ec. , il qua- 
le la renderà integrabile. Infatti sia Z=o l'integrale primo del- 
la proposta , ove sarà Z funzione ài x 9 y , z , ec. p 9 q . , . . t ^ 
p\q\ . . t\ ec.9 e differenziando avremo V equazione 
Pdt-^df . » . -^dxzzo 9 e dal paragone di questa con la propo- 

O S 

sta ne nascerà ^=^ , ec. jjiziB, cioè QzzAP, ec. SzrJSP^ e 

quindi P sarà il moltiplicatore , che rende la proposta integra- 
bile , il qual moltiplicatore sarà una funzione di un'ordine in- 
feriore a quello della proposta • 

Vediamo adesso, quali condizioni si richiedono , perchè una 
equazione qualunque sia integrabile. Sia V^o una equazione 
di qualunque ordine tra le variabili or, j, z, u, ec. essendo dx^ 
costante ; se essa ammette un integrale deli' ordine inferiore 9 vi 
sarà una funzione F tale, che FV sia una differenziale esatta» 
onde 9 per ciò che abbiamo insegnato nel Calcolo Differenziale » 
facendo dysspdx^ dpzzqdx^ dqz^dx 9ec. dz^p^dx , dp^zrq^dx9ec. 
duizp**dx9 dp^^:zzq"dx9eQ^ avremo le seguenti equazioni di condi- 
zione 

\ dy ) 7lx\ dp r^dx» V da rlT»'^ V^^/^^ 
{d.FF\ j ,/d.FF\ i , /d.Fr\ 

\-drr^\W^rzr-'^'Vd^r'''''=^ 

ec. 
le quali saranno tante , quanto il numero delle variabili *, y, 
Z9 U9 ec. meno una 9 e quest'equazioni dovranno essere identi- 
che . Le medesime equazioni facendo 
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dV=Mdx-i-N dy-i-P dp -i-Q dq -^-ec. 
-i-iVrfz-«-Frf/-HQ' rfy'-i-ec. 
^]SP'du^F'dp"^'dq".^c. 
ec. 
potremo metterle sotto la forma Bruente : 

(t.j dP d»Q d'R ' \t, /„ dQ .d'A \dF 

_^ -.^ ,dr d'F 

liV— -; — H-— — ec. ) F— fP'— 2~- -•'««■ Jj- 
\ dx ax' f \ dx fax 

/,„, dP" Szr /rrr ^ \^ ina x<^»^ 



ec. 



*^*^('^I""7^^(t'/ *^^^' ' ® *® in quest' espressioni porremo 

2 , p', y', ec. invece di y, /?, y, ec. , avremo i valori di ci , 
y , e' , ec. , i quali si cangeranno in quei dì cl^ , V\ d\ ec. , se 
in luogo di z y p\ q\ ec. porremo u , /?'% y", ec, e così in se* 
gùito. Ora, siccome l'equazioni precedenti devono essere ìdenti- 

che, se facciamo Vzzo^ -j-iizOy -j-^zro, ec,, nel qual caso il j8e- 

condo membro di esse svanisce, dovrà «vanire nelle medesime 
supposizioni anche il primo , che è identicamente eguale al se- 
condo. Quindi l'equazioni 
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^ V^-^"tì& *^^73ra -«^•=^ 

/^, ^dK \d^F 



dr da r 



«dovranno essere identiche , se vi &remo Vszo , ^=o, . ^ — v^.* 

«e. 9 cioè se soslitairema in esse il valore di uno de* più alti dif^ 
ferenzìali dedotto dairequazione V=io , il valore del differenzia* 

le susseguente dedotto dall'equazione ^z:o,ec. E perciò eli^ 

minando F avremo dell'equazioni di condizione tra quantità 
tutte cognite 9 le quali , fatte le sostituzioni accennate, dovran-- 
no essere identiche , perchè là psoposta sia integrabile. ^ nu-- 
mero di quest' equazioni è evidentemente eguale al numero d^l- 
le variabili peno due ; onde qualunque equazione tra due varia-^ 
bili è integrabile. Può essere , che quest'equazioni di copdizioné^ 
non siano identiche, ma richiedano per esser tali, che sia egua-^^ 
le a zero una funzione di un' ordine inf(»rioie a F^: in tal caso » 
se questa funzione soddisfarà alla proposta,, ne sarà un'integra- 
le , ma particolare , perchè non conterrà costanti arbitrar^ . 

Prima di passare agli eseiicìpj vedianjio, copie si deliba ese- 
guire l' eli^inasÉione di F. Sì^no date pertanto Le dcie equazioni 

^ ^ ' ape dx^ ' dx^ 

\%) AF^^^C-j^^V^^-^^, 

d^F 
^d eliminaindo —j otterremo un'altra equazione, che differen-v 

zìata sarà della forma 

(3) ^'FH-B"g^"^*P"g'=c, 

Adesso mediante una dell'equazioni (i), (a), ^ l'equazione 0). 

j s TP * 

eliminiamo di nuovo j-j^^d otterremo una i^upva equazione , 
^l^e dii^erenziata diventerà 



e 
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(4) ^"'F*5"'f^"^*I?"'^^=o. 
Col mezzo dì queste quattro equazioni eliminiamo ^ » ^-^ e 

"■T-j considerandole come tre diverse incognite, e troveremo 

A^^Fzio ; e perciò A^^zzo sarà la ricercata equazione di condi- 
zione. Facilmente apparisce, come questo metodo estender si 
possa ad equazioni di un'ordine più elevato. 
Sia data per esempio V equazione 

Avremo V:=^q^^zp^q—zpq^'^p'~^p^-^pp^^^ e quindi iVrio , 
P=:— zj'— I— 3p2_j5/a^ Q=:a7-i-«p', Wz=sp^q^pq\ P'zzzq^^pp\ 
Q'zr— z/?; sostituiti i quali valori nell'equazioni di condizione 
esse diventeranno 

(6/»y+6p^H.W)i?l*-(3+%,«+3p'«-H3zgr')g 

\ ed eliminando -s — avremo 

{6pp^q^^6p*q'¥-2zpr^-^2xr'^2jip'r)F 
^3p^3p''h5p/^^3zpq'^ixq^^z/q)^=0 . 

Prima di continmar reliminazione vediamo, se questa equazio-* 
ne è identica , allorché vi si sostituisce il valore dia' e di r' rica- 

dF 
vaio dair equazione Vzzo, e j-:=:zp'r'^dp^q^Spp'q'''Zpr'H'Xr=ioy 

e siccome ciò sitccede, ne segue, che la proposta è completa- 
mente integrabile, y," . 
Se è proposta requazieftie 

(X'i^y)dx^--^^dxdy^^^dtxdz^xdy^'^^dz»~^xyd^y'¥<xzd^s:=zo^ 
avremo V^nx^xy-^-y^p-^yzp^^^p^^xp'^^xyq'^^^zq' ^ e quindi 
NzizX'^fLyp^zp^'^xq , P±:y "-f-a^y , Q=^y 9 N^yp'-^osq' , 
•P— J^"+-a;rp' , Q'=:a?z , e T equazioni di condizione saranno 

Tom. IL 17 



\ 
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dF d^F 
-(a?-..*/)f-(r»-ay)^.f^.^=o , 

„ , .dF d*F 

d^ F 

€à eliminando -5 — avremo ,{^f+-zp'-*^/?) JFrzo . Questa equazione 

non è identica, onde la proposta non può coi;np]etamente inte- 
grarsi; ma poiché Tequasùone x-^-'^p^ ^^yp^Kn vi soddisfa, ne sarà 
un'integrale particolare. 

i33. 

Vengliiamo adesso a cercar le condizioni , che devono aver 
luogo, perchè una equazione qualunque possa ammettere un'in- 
tegrale di più ordini inferiore. Sia Vzzx^ unaequaziwe differen- 
ziale tra le variabili x^ y, z, ec, la quale moltiplicata per un 
fattore jP divenga integrabile; avremo per la variabile y l'equa- 
joione di condizione 

{N— — h- -^— ec ^F— ^P— a^^ec ^— 
\ dx dx^ / \ dx ') dx 

,^ .d^F 

ed una equazione simile per le altre variabili z» zi, ec. eccettua- 
ta la or, di cui il differenziale è costante. Elìmiuando J" avremo 
dell'equazioni di candi;BÌone, le quali se combinate con la pro- 
posta Vzzo ed i suoi differenziali saranno idéntiche, la quantità 
FV sarà Una differenziale «satta xzdP^ . Suppopghiafno adesso, 
che Fequa^one l^s=o, mokijdìcata pel. fattore JF 4i venga inte- 
grabile, ed avremo per Ja variabile y V equazione 

[Kdyrdx \dp/dx^ Kd^/ J 

ed un'altra simile perule altre variabili z, w,, ec. Ma essendo 
FVacdV^ , abbiamo jper ciò , che. insegnamn^o nel Calcolo Difie- 
r«n2àale, 



•ec. 



ec. =:o 
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\dy) V dp ) dx \ da f'^ dx^ \ dr } 

\dp / \ da f ax \ dr / 

Dunque sostituiti questi valori ^ l'equazione precedente diven- 

l\ dq / dx \ dr f \dx W dr / \dx^ 

o sia, poiché dVz=.Mdx^Ndy'^N*d»'^Pdp^P'dp''¥'Qdq'¥'tc. ^ 

prenderà la forma 

/_„ d.FQ ^d'.FR \„, /„^ '^d.FR \dF 

-+- ( 2^1?— ec. ì-T^-j — ec.z=aFH-i-j--+-c-^r-j— i-ec. , 

essendo a , ^ » , <? » ce. funzioni di -F e di J?' ., Se facciamo 
F=o , svanirà il secondo membro di questa equazione , e 
quindi anche il primo , che è identico al secondo. Avremo adun- 
que l'equazione 

la quale dovrà svanire, se facciamo VssOy cioè se sostituiamo in 
essa il valore di uno dei più alti differeYiziali. contenuti in Fde* 
dotto dair equazione Vzzo, il valore del susseguente ricavata 
dall'equazione ^F=ro, ec. Avremo altre siniìli equazioni per 
rapporto alle variabili z, u, ec; onde eliminando P da queste 
giungeremo a tant' equazioni di condizione, quante sono le va- 
riabili meno due; le quali equazioni se saranno identiche, la 
proposta ammetterà un'integrale completo inferiore di due uni- 
tà , è Se per essere identiche richiederanno qualche relazione 
particolare tra le variabili , allora questa relazione sarà un'inte- 
grale jiarticolare della proposta , se ad essa soddisfarà . Conti- 
nuando col medesimo metodo troveremo l'equazioni dì condì* 
zione, che devono aver luogo,- perchè la proposta ammetta uà 
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integrale di un ordine inferiore di tre unità, e così in seguito. 
La ricerca di quest'equazioni di condizione si deve al Sig. Mar* 
chese di Condorcet : quelle , che hanno luogo per l'equazioni del 
prìm' ordine , erano già state assegnate dai Sigg. Euler y e Fontaine. 
Vediamo, se ammette un' integrale finito l'equazione con- 
siderata di sopra 

ove P=i-^zj— 1—3/7»— /?^» , Qpzx'-¥'zp\ P'=ixq'^%pp\ Qzz-^p. 
Abbiamo già trovato, che questa equazione ammette un! integra- 
le completo del prim' ordine; per vedere, se è ancora suscettibi- 
le di un' integrale finito , sostituiamo nell' equazioni (e) i valori 
di P, P', ec. ed avremo 

[(3+3p«-H3p'«+.%')F^^ax*azp')^F-H*-Hzp')i^=o 

ed eliminando F avrema 

3/?-+-Sp * '¥'ipp^ ' -h3;5/7 gr'- Sarjr— 3«p' jr:=o , 
la qual' equazione combinata con la proposta essendo identica , 
ne ^egue ^ che la proposta ammette un'integrale finito completo « 

. 134. 

' Neir equazioni fin qui considerate abbiamo supposto, che 
la potenza de' più alti differenziali sia sempre l'unità; ed infatti 
qualunque funzione si differenzi , i più alti differenziali saranno 
sempre lineari . Se pertanto sono date equazioni, nelle quali i 
più alti differenziali siano elevati ad una potenza maggiore 
deli' unità, perchè esse nascanp dalla differenziazione di una fun- 
zione, devono potersi risolvere in altre, nelle quali i differen- 
ziali più alti siano lineari. Data l'equazione 

Pdx^-^Qdy^^Rdz^ZzaSdxdy-^^Tdxdz-^SL Vdydz , 
avre mo 

Tdx^ Vdy±3i/\(T^ - PR)dx ^^%(TV^RS)dxdyH^{ F» ^QR)à 



ftt 



Ora, acciò dz sia eguale ad una espressione di questa forma 
j9^jr-4-jr</j^ bisogna , che nel valore di dz sparisca l'irrazionali- 
tà , e questo avverrà, se sarà (T*— PiJXF*— Q^)=i(rj^^/?5)« , 

cioè Rzi pn^sa — — • ^^ adunque questa equazione nou 

vr a luogói la proposta oon sarà integrabile. 
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Questo metodo essendo particolare per l'equazione prece« 
^ente, daremo il seguente più generale , il quale potrà applicar- 
si a tutti i casi, Supponghiamo, che l'equazione proposta di 
sopra sia eguale al prodotto de' due fattori dz^^pdx^^dyzzo f 
dz^-p'dx^^^dyzzo: avremo , facendo la moltiplicazione di questi 
fattor^, e paragonandone il resultato con la proposta, l'equazio- 

m seguenti ; 1*./?/=^^, a'.yjr'sr^, 3*./-f-/=-^, 4*.y-i-y'=:-g-, 

i^.p^q'¥pq^:z>^'r=r. Siccome quest'equazioni son cinque, e le 

quantità da determinarsi quattro , avremo una equazione di con- 
dizione, che troveremo nel modo seguente . Sostituendo i valori 

àìp^ e di q* ricavati dall'equazioni 3*. e 4*. nella quinta tro- 
veremo y=*« — ^ : sostituendo adesso i valori ài p\ q ^ e j' 

nella prima e seconda troveremo le due equazioni in p 
JRpa— a3>H.P=o 

ed eliminando p otterremo l'equazione di condizione cercata 

cioè ii= ^TT — -^ , come sopra • 

Se ì criterj d'integrabilità, de' quali abbiamo trattato in 
questo Capitolo, non avranno luogo, l'equazioni, ove ciò av- 
viene , non nasceranno dalla differenziazione di alcuna funzio- 
ne . Non si deve però credere, che esse siano in tal caso assurde , 
anzi esprimono sempre proprietà reali, quantunque non nasca- 
no dalla differenziazione di una sola equazione, come quelle « 
nelle quali le condizioni d'integrabilità son soddisfatte , ma dal- 
la differenziazione di più equazioni insieme combinate; lo che 
in qual modo succeda^ vedremo a suo luogo , 



k 
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CAPITOLO III. 

Delta integrazione delle più semplici equazioni di 

qualunque ordine . 

Abbiamo vedute lecondizioni , che devono aver luogo , perche 
re<|uazioni differenziali sieno integrabili: adesso passeremo ad 
esporre i metodi principali, cbe sono stati immaginati per Fat- 
tuale integrazione , ed in primo luogo prenderemo a considerare 
in qualunque ordine queli' equazioni , che chiamiamo le pìtt 
semplipi^ perchè con i più. semplici artifizj ridur si possono alla 
integrasùone. Mediante \eso%tì.txìz\OTì\dy:i^dXydp^:qdXy dqzzrdjPy, 
dnnsdx^ dsiutdxy dtzsudx, ec. tutte l'equazioni si ridùcono a 

auantità finite , e le forme generali di quest'equazioni sono per 
prim' ordine /?^funz. (^,y), pel second' ordine 
^^unz. (x, j,/?), pel terz' ordine nrfunz. (af,y, p^ gr), ec» 
L'equazioni più semplici, che prendiamo ad integrare in questo 
Capitolo son quelle, nelle quali una delle quantità x^ y^p^ q ^ 
r, ec. è funzione di una sola delle altre. Né questo problema el 
di là del second' ordine può risolversi generalmente: noi dunque 
scorreremo quei casi, ne' quali l'integrazione succede. Il più 
semplice caso particolare di questo problema è quello , in cui 
una delle quantità j9 , q^ r, ec. è zero, cioè allorché è data 

Tequazipne — Z=ro, e dalle cose precedenti facilmente apparisce ^ 

dx 

che il di lei integrale completo sarà cosi espreseo; ys:iAx 

^Bx''"^^H-Ca?'*"^ ^^Mx^Ny OYe A , B,€ , N 

sono n costanti arbitrarie. 

Così pure potranno generalmente integrarsi quell'equazio^ 
ni , nelle quali una delle quantità p , q , ec, è eguale ad una 
funzione di x. Chiamiamo X questa funzicme , ed in primo 
luogo sia p^K\ moltiplicando per dx avremo pdxzzdyrùCdx ^ 
ed integrando yrzfXdx. Sia in secondo luogo q^iX; avremo 
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qdxrrzdp^iXdx , <e qaìndi jnzfXdw , pdx:izdyzzdxfXdx , ed 
yzzfdxfXdx , o sia integrando per parti y^jvfXdx'^fXxdx. Se 
in terzo Juogo nzX , sarà TdxzzdqzzXdx ^ e g:^fXdXf 
qdxrzdp:::zdxfXdx , e p:=ifdxfXdx=zxfXdx'^fXxdx , e final- 
mente yzrfpdxrzz—oc^fXdx'^xfXxdX'^—fXx^dx . Similmente 
per i casi di jrrJC , e ti^X avremo jrespettivapoiente 
13 -i. a? »/Jl^— '^x^fXxdX'^'-xfXx « rfo:— -r/^Ta? * ^ , ed 



j^c: — <€^fXdx'l^'7^x^fXxdxr^^^fXfl:^dx'^'7'xfXx^dx 

È chiara la legge , con cui queste formula progrediscono , e si 

* * - 

vede , che generalmente l'in tegr&le doli' equazione — ^zziK sai^à 



dx 



a.3.4-««(»-"f)y=^ "^ /Xdx^{rh^t)x fXxd^ 



ove le costanti arbitrarie son comprese «egli n segni somma- 
torj . 

Se con le lettere grandi Y , P, Q, ec. indichiamo funzioni 
qualunque delle corrispondenti lettere piccola y^p^^ »-CC. , gli 
altri cksi^ ne' quali l'integrazione succede, si riducono ai se- 
guenti: pczY ^ y=:P, ^=0, 5=i?, ftruS, ec, e ysrJT, n=P, 
5=:Q, t:z:R^ ec. Incominciando dalla prima serie ^ sé nell'equa- 

sBÌone' pmY ponghiamo il valore di pzz-j-y avremo dxzz-rpr , e 
quindi xa / -^ • ^^ seconda equazione jz=P , a motivo di ^ 
yr:^, diventa dxzr-^ ,^ quindi dyzzA^; onde x^zzl^^ 
yzz I ^^9 cioè ambe le variabili a? ed y sono determinate per 
la quantità/?, L'eqnazione rzzQ ci dà </a7=r-^ , e quindi 
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qdxrzzdpc^-^, cioè ar=zj^-^ , pzzf^ , e percii 

pdx=dy=dxp±:=^fl^, e finalmente ^/^/2^. Nel- 

la medesima maniera per Y equazione s:^R troveremo 

rdr rdr rdr rrdr ,, ^_^ 

0?= # -^ , y^ / -D f -n f "d*; P®' 1 equazione tzzò avremo 

rds nds fds rds rsds . . 

Sì debba per esempio integrar T equazione — = ^' ^ ^ =r ,cioè 
jrrr- : avremo icz—, e quindi xzzi -^zn—.'^Arf — cr-g-t-^^ 

de eliminata r l'integrale della proposta sarà 
fax— ^) » J?(a3f*-^)ft C(iM>-if) y^ 

•^ 0.5.7 ^'4 * 

Passiamo alla seconda Serie, e l'equazione jr=F ci darà 
qdy:=ydpz^Ydy ^ ed integrando avremo— ^j^^ss/Ti/y , e 



ì/afVdy ^ VfifYdy 

feconda equazione rssP diventa rdp^[dq=J'dpf e quindi 



ed y= \ ^ ^ > L* equazione 5=:Q moltiplicata per rfy diventa 
•^ V^fPdp 

idqpzrdrzzQdq , ed integrata ci dà r=:2S zs^T^^fQdq > e quindi 

jE^=: / ^ ? — , : ora essendo. r=^ , e pdxzzjdy^ sarà 
. -^ V%fQdq ^ 

«= r-^=^ , ed :y= A=^= /'.^là= . Similmente peir 

l'equazione tzzR troveremo jc=/— t= l— _ > ed 

^]/2/Rdr 
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ocr /, ^ — / — . / / ^ - e così delle altre . 
J V^fRdr ^ VfifRdr ^ \/fifRdr 

T> 1. • j • ^ 1» • d^y ^^x 

Prendiamo per esempio ad integrar 1 equazione j^^^ T^ 
cioè srizq . Avremo 1 Qdqzz- — h-4, e quindi 



=:j'-+-Clog.[y-+-(/(jr«-4-au4)]H-jD . Abbiamo dunque trovati i valo- 
ri di a? e di y espressi per q\ ora l'equazione tra :c e jr ci dà 

J5e^=:yH-j/'(y*-+-a-4), e quindi B^e^^^Bqe^zzuA^ cioè 

yn — e^— -^e""*^; sostituendo il qual vaiare in quello di y avre» 

mo y;^—€ — '«^ -«-Ca?-i-Clog.£-4-Z7^ p sia più semplicemente 



> le costanti ysiA^ -f-jBe -^Cx'^'D . 

CAPITOLO IV. 

jDe//a integrazione delT equazioni differenziali 

del prim* ordine . 



abbiamo percorsi alcuni casi, ne' quali facilmente riesce Fin* 
[razione deirequazioniy qualunque sia il loro ordine: adesso 



i36 

A 

tratteremo più accuratamente di ciò, che ha rapporto all'inte- 
grazione deir equazioni del prim' ordine. Sia dunque proposta 
l'equazione differenziale Pdx-^Qdyzso ^ ove P e Q sono funzio». 
ni di 0? e di y, ed in primo luogo conviene osservare, se essa è 
una differenziale esatta; lo che succede per ciò, che abbiamo in* 

segnato nel Calcolo differenziale, quando ('7')=(^/' ^^ que- 
sta coìidizione avrà luogo , la proposta sarà da per se stessa inte^^ 
Tom. IL i8 
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grabile, ed il suo integrale si troverà nel modo seguente. Se 
fosse j costante , 1* equazione sarebbe Prf4r:;=o, l'integrale della 
quale h fPdx^^Cx ma siccome abbiamo supposta y costante , C 
sarà nua faneione di y • Adesso differenziando V equazione 
/Prfa;H-C=o, e supponendo Vdy il differenziale di fPdx preso 
per rapporto ad y^avren^ l'equazione Pdx^Vdy-^Czzo ^e dal 
paragone di questa con la proposta ricaveremo dCzz{Q^V)dy 
per determinare C 

L'equazione («•H-aa7y-Kr*)rfx-i-(x'H-y* — a^)dyzzo è da per 
se stessa integrabile, perchà 

f""^^'> )==^ (^<^'i:-^'^) ; dunciue integrando 

X^ 

nella supposizione di y costante avremo a*a:-f<i:*y-#--j--*-C=o , 

essendo C funzione di y . Differenziando adesso questa equazio- 
ne troveremo (a^-4^ar;y-«-Jp^)^Ji>4^^^y-WCso, e dal paragone 
di questa con la proposta otterremo JC:=(j* — a^)dyy cioè 

CJir^— a*y-4-J; e quindi l'integrale della proposta sarà 

«*:r-+-j?*j-i-— -H-^— a*j-HJ=o. Se in luogo di y ponghiamo 

costante x ^ giungeremo allo stesso integrale: infatti avremo ii|-^ 

y' 
tegrando x^y-^-R — a*y-4-jB=o , ove sarà B funzione di Jt , e pa^ 

ragonandoae il difSftren^iale {x^'^y^'^^^^dy*-¥'%xydx-^B:^o con 

x^ 

la proposta avremo dB:^{a^'^-<x:^)dx y cioè S=::a*JC-4--s--*-i , e 

l'integrale della proposta sarà penciò 
y* or* - 

^"y"*""^ — a*yH-flt*^-K-q--M=ro^ come sopra. 

Per de4{QrQaij2are il valore dì C convien differenziare la 
quai^ità fPdx per rapporto» ad y. Questa operaziotie non ha 
alcuna difficoltà ,. quando si può assegnare T integrale /P^far^'p^e- 
so per rapporto ad x ; ma quando questa formula non è assegna- 
bile in termini finiti, non si vede, come se ne possa ottenere il 
dìfi^renziale per rapporto ad y^ A quest^'o^ettO' si osservi, che ' 
chiamando Tfdy questo differenziale avremo d.fPdxzzPd±'^Vdy^ 

e quindi (g)i=(^), cioè (^)rf^(g)</». Sarà d^jpqjje. 
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f — j</j7 ildiiférenziale di ripreso per rapporto ad x, e perciò 

Pis: lYT'r^^'^ ^'^^ funzione, che non contenga x. Ma tutti i 

termini di fPds devono contenero x ; dunque dovrà contenere x 
in tutti i aiuoi termini anche Vdy , che è il differenziale àifPdx 

preso per rapporto ad y . Avremo perciò V^zil i-j^ ji/^»ptendéti* 

do questo integrale nella supposizione di y costante • . 

È in nostra libertà di determinare come più ci piace Tinte- 

. gvBlefPdx; ma l'integrale /( ^Wjt come si dovrà determina- 

re? Se si vuole» che il primo svanisca , quando xma ^ svanirà 
nelle medesime circostanze anche il secondo » e perciò sarà de» 
terminato. Infatti la quantità fPdx svolta in una serie ordinata 

per y sia della forma ^-^By '^Cy -.t-ec. ; e poiché essa deve 
svanire nel caso di xrza^ qualunque sia il valore diy^ avreme 
necessariamente nel medesimo caso Azzo ^ Bzzo, Czz:o,ec. 
Adesso differenziando per rapporto ad y abbiamo 

/ (-j-jdxzznBy -^n^Cy -t-ec. j e quindi la quantità 

J (xV^ svanisce anch'essa quando xrza. L'equazione 

( il ^ l^^f AT"/^ ^^ chiama il teorema di Leibnitz dal nome 
dell'in veditore. 

Una equazione differenziale Xdx-^Ydy^o^ ove X sia fun- 
zione dì X, ed Y dì y^ sarà integrabile da per se stessa , poiché 

t -^^ r^^^^^^fx ) • quindi , ogniqualvolta una equazione dìfferen* 

zisie ai polirà ridurre alla forma Xdx-^Ydyzzo , se ne otterrà 
r integrale . Questa riduzione si chiama separazione dèlie taria- 
bili, in quanto che per essa si riduce Fequa^ione ad esser oom- 

{)osta di -due termini , uno dc& quali contiene la sola x , e l'altro 
a sola j. Se JQ tutte l'equazioni del prim* ordine si potessero se» 
parare le variabili^ di tutte ottener si potrebbe l'integrale. Ma 



j4o elementi 

le variabili non si tanno separare, che in alcuni casii i princi- 
pali de' quali andrò accennando . 

Nella equazione PdxzzQdy siano P e Q funzioni omogenea 

p 
elei medesimo numero di dimensioni ; sarà ^ una funzione di 

-dimensione nulla, la quale perciò si cangerà in una funzione U 
di u^ se si fa yzrux. Ma dy::zaidX'¥<cdu\ quindi la nostra equa- 
zione prenderà la forma udx-^xduiziUdx ^ nella quale le variabi- 
li sì separano facilmente, e si ottiene -*-=:-^^ — - , e per mezzo 

della integrazione log.^i;= IffUr • ^^ ^ ^ adunque df^terminata 
per Ui e posto ^ in luogo di u se ne ricava l'equazione cercata 

X 

tra X eà y. Sia data per esempio l'equazione 

(x^%y)dxzi{j^%x)dyy avremo ^^—^ =^I3i = "S=3 ' 

. ,. dx {Tp^\du adu du j • ^ ' ^ j 

e quindi — rs^ ^ — rr— — i — — , ed intesranoo 

^ X 1— U^ 1-4-U I— M " 

log.a?— log.aci:— alog.(i-+-M)-f-log.(i— w)::rlog.^ r-, e passando 

dai logaritmi ai numeri --= j^—^ = ^^^^ , cioè 
(ar-^'y)^=a(a:— y) . ' • 



Sia proposto di separar le variabili nella equazione 
(flH-ia?-w:y)flte={a'-frA'a7-4-c'y)rfj- , ove a^ hp c^ a! , b\ e* sono 
quantità costanti. Ponghiamo ^-f-&<r-4-cj:=^, a'-4-i'a7-f-c'jc=u , ed 

avremo ^^ j^;-^ , y= ^^-^^ , e quindi 

— =r yj^^l /j » ® ^^ proposta diventerà c'tdt'^'^tduxbiubi^'udt^ 

nella quale, perchè omogenea, la separazione delle variabili 
non avrà più difficoltà. Nel caso, che sia bc^-^^dz/ty^ non po- 
tranno farsi le sostituzioni precedenti, perchè renderebbero in- 
finito il valore di or e di y; si userà dunque il metodo se- 
guente • La proposta avrà in tal caso la forma 
.adX'^{hx'^cy)dxz^a'dy'^n{bx'¥^y)dy t e facendo hx-^-cy^zz avre- 



. • * - 



rfrJ.'-*--"^^ 



ttìO 
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—• = -7 9^9 ove le variabili sono evidentemente separabi- 



(a^*-j^'^z)dz 



U> e si ha doesz- j, . ^ . 

8i voglia adesso ridurre alla separazione delie variabili l'e- 
quazione dy-^'Xjdx'izX! dx ^ ove X ed X^ sono funzioni della 
sola variabile x • Facciamo yzzzu ^ e sostituito questo valore la 
proposta diventerà 7Jii-4-ii^2H-XiRM/jc=A'Wa7, la qual' equazione 
ammetterà la separazione delle variabili , se determineremo % in 

modoy che %\2i dis^^Xzdiffioo ^ cioè — zi^-^Xdx, e per integrazio- 

z 

ne log.z=r— /Yrfo?, e cne^J . Poslo questo valore di « la no- 
stra equazione sarà zduzzX'dx, cioè duzz =c^. .X'dx , 

ed integrando avremo 1^==/^^ .X'dxzz^, e quindi l'integra^ 

le della proposta sarà y:=it^^ ^•/^ .X^dx . 

L'equazione dy^^Xydx^sX^y dx si potrà ridurre idla 
forma precedente posto — =:^> poiché fatta la sostituzione di- 



venterà dt'^mXtdxin'^nX^dx; e l'integrale di questa essendo 
tzz—ef^^^^'.fr^'^^^^.nX'dx, sarà quello della proposta . 



Cerchiamo , qtiando si può rendere omogenea « ed in consce* 
guenza integrare l'equazione 



/ m n n ni ji ni' ri' ^ \ . 
yax y ^^x y -^ox y -Hec.Jax 

^^la'x^y^^^sc^ y^ '^x^ y^' -t-ec. ìrfy . 

Facciamo y— ^f , ed avremo la trasformata 
ax u -4-J« u "^^x u -4-ec.lax 



■■«Li? 



V •■ 



,f 'ia-^CC» 



». ^ 
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e questa sarà omogenea, allorché m-^rnzzm^-^^rrfzsni^'^rn^'^zec* 
=rr--i-i-/?-+-ry=:r— i-i-/?'-Hrjr'z=r--i-f^'*-*-ry''rrec. Quindi la prò* 

posta diventerà omogenea posto rr= — ~7 » se avranno luogo le 

seguenti condizioni; — — -r=r rr=ec.=:^^^ =^^ ; 

o a— -n /li— «'' /i— f— i n-— '^ - 

Sia data per esempio Tequasione dy-^^y'djczzax djp; che è^ 
qanoscìuta sotto il nome di equazione del Coate tjfcieopo Ricca*- 
tiy perchè questo Ceometra ne tentò il primo la separazione del- 
le ya,ria|>ili« Avireroo ;i;^»>» te— i, /7i^=D, n':^»,. a'zzi, p^o^ 
g:^o ; ed acciò questa equazione possa diventare omogenea, con* 

verrà , che sia. ^^ = — -— •, cioè /»ir— a. Sarà in tal caso r=r— i . 

e posto perciò r=— la proposta diventerà 

— x^du^x^^'''au*)d'arsso . Oltre questo caso ve ne sono infiniti 
altri, ne'.quali si possono' separare le vnrialnli nelF equazione 
del Riccati: il piti semplice di tutti è quello di m=o;. infatti 

abbiamo allora dxziz . Per trovarne altri facciamo y= — , e 

la proposta diventerà ^dz^^dxrzax z^dx^ la quale jposto 
X zzUf e bzz 81 cangia nella seguente ^ 

dz-^z^duiZ'. — ^ — -rjM '^'^ éf». Se adunque questa fosse separa* 

bile, lo sarebbe anche la proposta, e viceversa ; quindi se la pro« 
posta è separabile quando mzinylo sarà ancora quando 

w=— . Su|>pongJi4amo adesso yzz^^^ -^ , €> la pco^osta di- 

venterà rfz-r-^rfaK^s^-^^ . dXyO sìa posto 0^=:— , 

X^ Jf. ^ ' u 

au r^^du\ è questa equazione essendo simile aHa 

insegna, che se la separazione succede quando m^m^ 

ancora quando ìtscz— /i — ^4 • Petfeatìto conoséendo un so- 
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n 



lo caso'mn/i ne abbiamo subito altri due, cioè /nzz— , ed 

77t=-*-n— 4; ^ perciò dal caso di m==o ne dedurremo infiniti al- 
tri, adoprando cioè alternativamente le due formule mrr— n-— 4» 

3W=— i seguenti casi, i»=— 4» /w=s— ;^ , ?nz3— —•, w=s— -^, 



772=— —r- ^ 77i=-r~ — ^ec, i quaH casi sono tutti rappresentati 
dalla formula iwis— . essendo i un 'numero qualunque inte« 



ro positivo . Se ponghiamo i infinito , questa forn^ula ci darà il 
caso dì m:s^a> trovato da principio. > 

f * 

i38. 

Abbiamo fatto vedere, in che cotisista il metodo dèlia se- 
parazione delle variabili; passiamo adesso a parlare di un'altro 
metodo, che è stato principalmente dal Sigi Euler applicato al- 
la integrazione dell'equazioni* Questo consiste nella ricerca del 
moltiplicatore, che le rende integrabili ; giacché, con>e abbiamo 
di sopra dimostrato, esiste sempre un tal moltiplicatore. Si ab* 
bia dunque l'equazione Pdx'^Qdyzz.o ^ la quale moltiplicata pel 
fattore iu divenga integrabile; sarà PMdx^^-QMdy una differen- 
ziale esatta, e quindi y-— — nrj-^^ j , cioè 

Questa equazione ci «darà il valore di itf ; ma essendo é$sfr a dif- 
ferenze parziali, la di, l^ì integrazione presenta maggiori diiH^ol*- 
tà, che i'integrazioiie della proposta: basta però al nostro inten- 
to r avere un valore particolare di M, il quale soddisfaccia à 
questa equazione (^) . 

Trovato un solo moltiplicatore della proposta, sarà facile 
ritTov^ame altri infiniti. Sia M questo moltiplicatore, e sia 
PMdX'^QMdyzzdR; moltiplichiamo da una parte e dall'altra 
per una funzione qualunque di Ì2>, ed avremo 
[Pdx^Qdy)MF.(R)r=:dRF:{R) , cioè {Pdw^Qdy)MF\R) sarà 
anch'essa una differenziale esatta, e la formula MF,{R) rap- 
presenterà tutti i moltiplicatori , che rendono Itt proposta inte- 
grabile. Tutto adunque si riduce alla ricerca di un solo molti- 
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{)licatore., per la qual cosa però non possiamo dare alcuna rego- 
a generale. Scorreremo pertanto alcuni casi, che possono met- 
tere al fatto dei diversi arfrifizj , i quali 8Ì usano per ritrovare 
questo moltiplicatore • 

Si debba ricercare il fattore , che rende integrabile l'èqua* 
zione dj'^XydùcrzX'dx y ove -X" ed X^ sono funzioni ài x. Il se-^ 
condo membro è integrabile moltiplicato per una funzione di rr ; 
convien dunque vedere » se anche il primo per una funzione di 
se moltiplicato riescisse integrabile. Si scorge subito il moltipli» 

1 dv 

catore — ^ che ci dà —-^Xdx , di cui T integrale è log.y 

jr y , ... 

-f-/JCrfj;=dog.(tf^ -y)' Tutti ì fattori adunque , che competo» - 

no a dy'^Xydx , son compresi nella formula 

jF.log.(/-^^^.j) , o sia ^^.(/^^^.y) , e quindi /^^^ sa- 

rà uno di questi moltiplicatori , il quale è una funzione òì x ^ 

come si bramava . Moltiplicando adunque la proposta per e^ 

avremo e-' ^ dy-^Xe' ydx:z:a' ^ JUdx , ed integrando 

J^'^'y=fef^'^''.X'dx, cioè y=zg-f^'^''fiiJ^^'^ .X'dx . oom« 
sopra (187) . 

Si cerchi il moltiplicatore , che renda inte^abile Tequazio^ 
ne axdy'''-aydxzr{pGdx^¥ydy)[/{x^'Jk^^'''^^) • Il secondo mem- 
bro essendo una differenziale esatta » di cui l'integrale è 

•òf/(x^-+-y«-^*)» , la formula F.(5?»-t^a— ^•) rappresenta tatti 

ì fattori , chq rendono integrabile il secondo membro . Al prima 

conviene il fattore — , e l'integrale essendo -~ » tutti* i fattori 

•T* X 

adattati a questo primo membro son compresi nella formula 
-^/.{— ). Facciamo F.(;r;>H^»--«*)=:(^i*-i-d?a-»-ya.p-^a)'"*cs~-I — 

» 

/.^^j=-~;,e sarà j;-—; il fattore, che rende integrabile 
l'uno e l'altro membro, cioè l'equazione proposta » 
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Si voglia il moltiplicatore adattato a rendere integrabile • 

t equazione ayda;-¥Jfxdy:muc y Xaìydx-^Vxdy). Il primo mem- 
bro si rende integrabile moltiplicandolo per , « r integrale 

xy 

essendo Alog.^-4^1og.jrdog.(:r y ), tutti i moltiplicatori 8aran«»> 
no compresi nella formula — F\x y Y. Pel secondo membro 

un molt]plìeatai>e> è— «— «^< , e rintecrale essendo 

X y 

a! V 
}og.(a7 y ) /saranno tutti gli altri moltiplicatori rappresentati: 

dalla formula ■ <ùÀx 'v ). Per xeadeve'i due molti^ 

plicatori identici facciamo F.{pD y )'six^y 



f.{x y )=a? y , e come dev essere x .y 



=a: .j >. avi^mo rarzra^^m, rfcsr'^— /i-, e^ 

q^uindi. ns:--T7 — tt> ^^^' rr^ /^ > onde u moltiplicatore , cbe* 



tende integrabile la proposta , sarà or "^ Xj * ^ 

Sia data una equazione omogenea Pdx^Qdyszo « ove sia 
m il numero delle dimensióni di a? e .di y in P ed in (2*5 ^ ®^ vo- 
glia il moltiplicatore^ ohe renda integrabile questa equazione . 
Sia ilf una funzione omogenea, di n dimensioni, per la quale 
moltiplicata la proposta sia integrabile: sarà dunque 
MPdx-^MQdy^idz , e (ii4) MPx^MQyz;={m^n^i)z , suppo- 
sto ebe m*4-n-f-i non sia =0, la tjual supposizione può setlipre 
r . ^ . j. dz P^x^^Qdy . ^ , Pdx^^-Òdy 

Surai . Quindi avremo-^ r = ^ ' >v-^ , cioè^aià -5 ^ 

(i?n-n-*-i )t: Px -f. 6/ jPar -f. Qy 

una differenziale esatta , e perciò ' ^ - /^ il moltiplicatore ricer- 
cato . Questo metodo non potrebbe usarsi, se fosse Px'^Qyz:zù 
una equazione identica 5 ma come allora sarebbe Q=:— — , Te- 
^nazione proposta diventerebbe P(rfx— Wy)=:o , la quale riesca* 
Tom. IL 19^ 
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Integrabile inoltiplicata pél fattore -^ , ed il suo iatcgrale è' 

Pìii generalmente Ai tatte l' equasioni , le quali poasopo ri- 
dursi alla separazione delle variabili., si può assegnare il molti- 
plÌQfttorè. L'equazione P^xH-Q^^^TZZQ sostituite in luogo di a? e 
di Y funzioni di f e di u diventi della forma Hdt'^Sduzzo , e 
questa sia separata se si divide per V. Siccome adunque la for- 
mula ^ è per se integrabile, lo sarà ancora la formula 

y. , che a quella equivale, se si porranno in F'in luogo 

di / e di u i loro' raion in x ed yr. Quindi -p.- sarà d<^ questa 

sostituzione il moltiplicatore dell* equazione proposta^ 

Abbiamo *esposti i principali artifiz}, che sogliono usarsi 
per la ricerca del moltiplicatore ; in generale non abbiamo alcun 
metodo per trovare a priori questo moltiplicatore. Perciò i Geo- 
metri hanno cercato di risolvere il problema inverso , cioè dato 
il moltiplicatore hanno procurato di determinare quèll' equassio- 
ni, che per esso sono* integratóli. Noi daremo un'esempio di 
questo metodo, per una più ampia applicazione ^él quale ri- 
niandiamo T nostri' Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Euler. 
Sia pertanto proposta l'equazione ydy'^AydX'^Bdy:zzo 9 e cer- 
chiamo, quali funzioni di x esser debbano A^ t B, perchè , mol- 

tiplicata pel fiittore ' / A a ' #> »ove C e D sono fonzioni di 

Xy sìa integrabile. Sostituendo questo valore di Af nella equa- 
zione (a) avremo 

Per soddisfate a questa equazione faceiama egsalì a.xero i coeffi- 
cienti di y , y* , y * , ed avremo le tre equazioni 

(i) Bdn-^DdBzz^o , 

(a) ACdx-^D-^BdC-^^CdBo^o , 

(3) 2^rfa7-^C-WJ5=o. 

La ptima ci dà -;g-="D 9 ® quindi integrando abbiamo Dz^zaB^ 
sostituendo ii'qual valore di D nella seconda, e da essa molti- 
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pTieata per a sottraendo la terza moltiplicata per C otterremo* 

^sMdB^%BdC-^dC-i^dB=o, cioè dB^^^^^:-^^ e di- 

videndo per (aa-C>* , ed integrando _— s—^^^, o 

sia jB=C-a^(aa-C)S e quindi 24rf^«='^B-H/C=:aW.C(aa~C), 
i>z=Ca— a"-»-ai(aa--C)», e per C si può prudere qualunque ^ 
funzione di x. Pertanto mediante il moltiplicatore 

■ V 'X ' pi renderà integrabile 1* equa-l 

«ione • *" 

139/ 

Lasciando adesso il metodo dei moltiplicatori ritorniamo » 
quello della separasi one delle variabili. L'equazioni , nelle qua- 
li le variabili son separate 9 hanno la {otma^ Xdx-^YdfSSO, es- 
sendo X funzione di j; , ed Y funzione di ^; e l'integrale di c>8^ 
è /Xdx-^fYdyz^c . Pr3^ se Jt ed I^sono funzioni tali, ^e/Xdx^ 
e fYdy non si pdsaano assegnare ambedue, sembra , che non sia 
assegnabile in termini finiti né pure l'integrale dell'equazione 
Xdx'-k'Ydyzno , Tale sarebbe V equazione 

■ H I , . zzz II ) *^ i I ■ n ' w , perone 

\/{a'^bx'¥-cx^"^ex^'¥'fx^) [/{a^^y^¥^y^^¥^y*'^fy^) ^* 

non può esprimersi in quantità finite l'integrale di ciasclkéduft'" 
membro . Pure ha osservato il primo il Sig. Enler, che^^uesta 
equazione ammette un'integrale algebraico . U metodo diretta 
però per giungere a questo integrale algebraico è dovuto al Sig.^ 
de la Grange ^ e'questo esporremo, com'è stato reso più sempli- 
ce dal Sig. Euler, 

dir 

Incominciando dall'equazione — — ^ 

y {u^x-^hcx^) 



^ -,. , , e ponendo l'uno e l'altro membro =rf/*avre- 

dx^ i dy^ 

^^o •jj^::::uh^x^cx^j^^zza^y^^y*^ Differenziamo questo 

due equazioni supponendo ^^ eostante, ed avremo ^-^=ièH-ac»,. 
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--j-^rd&H-2cj. Prendendone la somma /e ponendo x-¥-yt:ip ot» 



terremo 1* equazióne. -^pirai-i-aqt? , Ja quale moltiplicata per 
dp ed integrata y ci dà ~-:^C'^%bp'¥^p^ , cioè 

-•-j/'(a-*-iy-i-cj*) ; e quindi l'integrale della proposta sarà 
|/(a-i-iar-4-c^ " )-H^(^-»-^ J-«-^ J * )=3t/[C-#-a J(x-*-j)-4-c{a;-»-j) » ] . Se 

r equazione fosse stata .■ -♦- — -2- ^ zzo , si 

avrebbe lo stesso integrale , se non che dovrebbe prendersi 
j/^o-f-Jj-i-cy") col segno negativo. È facile il vedere , che que- 
:Sto metodo non si può applicare al cago, in cui i segni radicali 
comprendessero potenze, di :r e di j al di là del secondo ^rado. 
Sia data adesso F equazione 

dx ^^ dy 

Facciamo al solito Tuno e l'altro membro zzdt y ed avreme 

■dx^ *• dy^ 

•i-j-=tf-4-ftar-rH£?a?*-+-ea7*-#^* , -j-j=ra-HJy-f-cy*-4-cy»-*^* . Posto 
w-^y::^?, ed jp— ys:^, cioè x^:^ — 2, y=2^^, sarà 

H-q?y-4---^5'{3p"-i-y")-+— ^y(/?^-Hy*). Differenziamo adesso nel- 

Ja ipotesi di dt costante le due precedenti equazioni , ed avremo 

Skd^x Ir»/* nd^y , - 

-— -r:a-+-2Cj;-i-3€J7*H-4/à?« , -^-j-=*-+-^^yH-3€y>-4-4^* > e som- 

mandole -jj~=:ai-4-acf^-hy)-H3e(ar»H-y^)-*-4A^»-Hy»), cioè 

-r7 ^J^^^T"^?*"*^?" • Questa equazione moltiplicata per 

— ^ ed integrata ci darà f. - zzC-^^p^fp^ ; onde essendo -^ 



D' A L G E B R A. P. III. 149 

avremo ^per l'integrale della proposta 

•=(^-^)i/[C-+^(^-»-y)-t/l^-+"j)"] • 

Qaesto elegantissimo metodo non è di alcun' uso per Tequazio*- 
7ii, nelle quali la variabile sotto il «egno radicale oltrepassa la 
quarta potestà, seppure con qualche sostituzione non potessero 
ridursi alla forma delle precedenti equazioni; né altro simile 
metodo si conosce, che possa ad equazioni più generali di una 
aimile forma applicarsi . 

140. 

Àhibiamo finora parlato dell'equazioni di due sole variabi- 
li: se il numero di queste sarà maggiore, bisognerà in primo 
luogo osservare, se le condizioni d'integrabilità esposte di sopra 
- hannfo luogo ; ed allorché esse sussistono, l'integrale »i troverà 
'nel modo seguente. Sia data l'equazione ,di tre variabili 
Prfjp-4-Qflfj-4-A3?«zro , e- supposta z costante, essa diventerà^ 
Pdx'^^dyzzo. Integi^iamo qcresta equazione completamente, 'e 
siccome abbiamo supposta 2 costaiìte, la costante arbitraria 
compresa neU' integrale sarà uiia funzione di z. DìfferenSsiandò 
4idunque rintegrale trovato per rapporto a tutte le variabili x , 
y 9 z y e paragonandone il resultato con la proposta potremo de- 
terminare la funzione arbitraria di z. 

Sia data per esempio l'equazione 

Facciamo z costante, ed avremo l'equazione 
(aa:-Hz)^ir-t-(2j-H&)^y=:o , ed inteigrando x^^^xz^^y^^^yziziC • 
Considerando adesso C come funzione di z, e differenziando 
avrf&mo (2ir-^^)rf:c-ft(ay-H«)rfY*+-(a:-Hj)rf5j=:rfC , e quindi rfC=o, 
cioè C costante, e perciò l'integrale della proposta sarà 
^(:p-4-«)-Hy(y-H8)s=Cost: • 

Si abbia in secondo luogo l'equazione 

(j " H- j«)<ia7-H(^«*+-« * ) rfj-4-(y ^ — a;y) rfasro • 

^_ djc dv nV 

Faccialno 2 costante, ed avremo =:— . — "^ — ;:;— -^ 



d^ 



> ed integrando — log.(j7Ì-*-aa.)-f.— log, —= — zzlC , o sìa 



iX-*-z}z ^ z ^ ^ . ' « ^ jr-^z 



■^— ^«••—.••. 
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perchè z è costante, log.(x:8-f-z')-4*log»--=--<£:C, e pauaado daE 

logaritmi ai numeri — — ^ — — C, o più semplicemente 



=aC. Differenzianfla troveremo dC^zo^ e perciò C co-^ 

étante. Alcune volte non è così facile il deternHnftre il valore di 
C: riprendiamo la medesima equazione, e siccome è indifferente 
ili suppor costante quella variabile , che più ci piace , facciamo 
«ostante y^ ed avi^mO l'equazione {y;Hrz)dx^y'^x)dzzso9 che 

integrata ci darà ^ — rrC, essendo € funzione di y. Adesso dif- 
ferenziando y. e paragonandone il resultato con la proposta avre- 
mo per determinar C V equazione ■ ' d y^'^C. Siccomo 

il primo m^embro di questa equazione non è una funzione di y- 
sola, bisogna pì'ocurare di ridurvefa) mediante l'integrale trova- 
to. Eliminata infatti dalle due precedenti equazioni la z, verrà. 

a sparire anche la x, ed avrassi ■ ■ •dy^-^C, cioè 

^•s Y Y»^^X Y 

Czz ^, e r integrale della, proposta sarà ^— rr.-=^ , o piut-». 



tosto -^ ^=<s , come sopra • 

Un metodo simile in userà, qcraaìdo il. numero delle vari 
bili sarà maggiore. 8ié data per esempio l'equazione 

Facendo z e t costanti tivremo l' equazione 

{y-^dx^{t^x)dy=zo ^ la quale integrata ci dà "^^iJ^fsiC esseo- 

do C funzione dj z e di ^. Differenziamo adesso questa equazio- 
ne facendo variare anehe ztt^t paràgommdone il resultato coop 
la proposta troverelno 

e sostituendo C in luogo di ^2^ otterremo "7"^?^ ^sdi. k «ds 
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integrando te:^-4-tf, cioè Crr— ;- . Sarà dunque TintegralédelU 
proposta T^^rr" » ^ «^ ^«-«-y/z=a(j-f.») . 

141. 

Fin qui abbiamo supposto , che p^^-r- abbia una sola dì« 

siensione; ma se nella equazione proposta p è elevata a potestà 
naaggiori "dell' unità , in tal caso <x)nverrà risolvere l'equazione 
data in J9 per ottenere una equazione della forma ^ che abbiamo 
£n qui considerata . Si abbia in&tti T equazione 

/> -^Ap "^ -+--B[p "^ . • • . *+-iVì=:o, ove A, B, Cfec. sono fun- 
zioni di X e di y; siano a, i^ e, ec. le radici di questa equazio- 
ne, ed avremo /i— ^=:o, p^-kzzo , p — c=X), ec. Se supponghia* 
xnoy che grìntegrali di quest'equazioni «iano i^spetùvamente 
jP— amo , Q— ^=0 , i?--y=:o , ec. ove « , /? , y , ec. son costanti 
arbitrarie, tutte quest'equazioni, ed anche il loro prodotto sod- 
disfarà alla proposta. Questo metodo suppone la risoluzione ge- 
' nerale dell'equazioni, )a quale finora non si conosce; onde con- 
verrà per lo più ricorrere ad altri artìfizj, i principali de' quali 
juidremo meeeonando • 

Abbiamo già considerati nel Capìtolo precedente i ca«i, nei 
squali una 4elle due variabili a: ed y è eguale ad uiia^funzione di 
/? • Supponghiamo adesso, che l'equazione data aia omogenea 
per rapporto ad a? e ad y, cioè che le variabili x ed y formino in 
ciascun termine la medesima dimensione; ò chiaro, che posta 
yzzux si toglierà mediante la divisione la quantità a?, e rimarrà 
una equazione tra/^ ed u, dalla quale potrà determinarsi il va« 
lore di p per u , di u per p « Adesso , essendo 

dyzr^dxzsudx'^^dUj avremo •— *=: , e siccome p è data per 

^ ^ la quantità — ^ sarà una diffefenziale di una sola variabile^ 

ed integrando avremo log.xzz f-* — ; onde, poiché z/=:— ,otter* 

-jemo l'equazione cercata tra x ed y .< Dairequazione "^^^'^^^ 
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P'-^up 



Al può facifmente dedurre qiìest'altrii , ìog.xzz-ìog^{'p-u)'^J ~ 

la quale 8arà più comoda , quando si potrà determinare più fa- 
cilmente uper p, che/? per u . Sia data per eseippio T equazione 

ydx-^xdy=u$X\/{dx^'^y*); questa posto ^=/?, ed y=ux di- 
venterà a— /?=ai/(nTj!>*X, e quindi avremo 
Iog.a:=-.Iog,al/( L^p ^)^f^t— , cioè • 

i;og.a=log,q^og,a^/(i^7>»)- -^ lpg.|>H/(i-i-/?»)] , e perci^> 
^ .. e ed 



ai/(i-H/?)I>-H/(i-^p*)]'* 
.^ q>-KH/(i-»-;^'>] :- 

Sb nella equazione data la variabili^ y avrà una sola dimen-^^ 
éiòne, sarà y una funzione data di a: e di/?, e differenziando v 
avremo dy^pdxzzPdx^Qdp ^ cioè(P— /?)djr-HQfl;p=po, l'integra- 
s^ione della qual' equazione appartiene ai metodi procedenti. 
Data per esempio l'equazione %ydx^-^xdx^dysza{dx^^^y*)^ 
avremo ay=a7j[?-Ha(i-+-/?«), e adyzz!ipdx=pdx'¥-xdp-¥'ìap^dp , 

cioè ^ . ^T^L ?= ;3g^»> ed.integrando Ì=3a/?-i-c . Adesso elimi- 
nando /^daUe due equazioni' aysa5i!5p?4ra(i-+y«) , ed jRsSa/è^-i-cy , 

atterremo T'equazione cercata tra x eà y.^ 

Uiaa sostituzióne adattata può far giungere facilmente alla 

integrazione. Sia infatti proposta una equazione della forma 
_^ffa:f[i_=rfunz.|/(a?»H-y») , e facendo a?c»*, y=ui/{i^z^) 

lunedio dyz::idu\/tiw^z^)^ ? — , dic=udz^zdu , e Tequai-. 

VI?— ^*) 

zióne diventerà — — l ,. ".„ ^' , rrfunz.u^tfiiiquì 



rf« ^^ duìnnz.u 



l/li^z^) wj/(ua— funz.w») 



, ove le viuriabili «pn se^aratiSK»^ 
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Se la proposta fosse della forma y'~y ^ 

sfanz. , con le medesime sostituzioni diventerebbe 

|/(*"-H)r«) 

"ìt, =fmìz.g, cioè ^V(i-funz.i^a)_ rfg 

\/{u^dz^^i'^z^)du^) |/(i-.«»).funz.ar u 

ove di nuovo le variabili soa separate . 

Se l'equazioni date conterranno pìii di due variabili , prima 
di cercarne Tintegrazione bisognerà vedere, se esse possono ri- 
solversi in altre, nelle quali i differenziali siano lineari. Abbia- 
mo di sopra (i34) insegnato a trovar le condizioni, che devono 
aver luogo , perchè questo succeda • 



CAPITOLO V. 

V I . _ 

Della integrazione dell'equazioni differenziati 

del second' ordine . 

14^. 

JL osto dyzzpdx f dpz2'-r^::z^dx y qualunque equazione del se- 
conda ordine, nella quale dx è costante, ci darà una equazione 
finita trai X, y^py e q . Abbiamo già veduto (i35) , che l'inte- 
grazione succede facilmente, quando q è funzione di a;, o di j, 
o di p solamente . Adesso passando ad altri ca# un poco meno 
semplici supponghiamo, che l'equazione differenziale del se* 
cond' ordine sìa tale, che vi manchi la variabile y. Ponendo p 

m luogo di -T-y^ dp invece di -r— avremo una equazione del 

prim' ordine tra/? ed x . Trovato, quando si potrà, l'integrale di 
questa, avremo/? espresso per j?, e quindi anche y^fpdx espres- 
so per 0?, che sarà l'integrale eercato. 

Sia data per esempio Tequazione dx^-^xdyzzXd^y ^ ove 
X è funzione di x\ avremo l'equazione del ptim'ordine 
Tom. II. ao 
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rdx 

^ i^pzzX--^ ^ la quale integrata ci dà t-^pczCé^ , ed 

Se invece di mancar la y manca Feltra variabile Xy poiché 
^=^, e dxzz-^ » «afa ^^^^^w^» * sostituendo g[uesto valore tìi q 
avremo una equazione del prim' ordine tra J e/?, la quale inte- 
grata ci darà il valore di jb^, e quindi .ricaveremo x=:/^-^ , che 

sarà l'integrale della proposta. 

Sia data per esempio l'equazione d^y^^Adxdy*^Bydx^z^o\ 
ove A e B sono quantità costanti. Facendo dyzzpdx ^ dprrzqdx 
avremo q-^-Ap-^^Byzzx) ^ cioè pdjM-Apdy-^-Bydyzizo ^ e siccome 
questa equazione è omogenea^ ponendo j9=n^y otterremo 
dy udii Q. ^ 

T""*"u*-»--4a-WS"^^* Siano .M-f-a,wHri i due fattori della quan- 

tità u*^Au^B; arremo^^ , ,^f" , ^ ^^f ^ -p , ed 
integrando Iog.y-4.-^log.(£M-a)— .^^log.(«-HÌ)==log.C 



y=rC(«H-t) ^-^ .(u^a) ^-^ , e quindi 

b a 

;?=»y=C«(u-i^) «-* .(zH-o) '^^ . Sarà dunque 
rTT — t/ «^ ' : di qui 81 deduce • 



a 
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(iH-i)* SS ■ ' — T— , e 40«tita«n^ questi valori 

in quello di j, e mutundo le costanti trovtrenio 



Se a e ft, cioò se le due sadici dell* equazione u^^^Au^Bizo 
sono immaginarie» sarà a della forma m^*»^— i» e b della for- 
ma m— 7i|/^— I ; quindi l'integrale sarà 

immaginaria. Per ridurla reale sì osservi » che 
e '^""^:=cos.«flKtj/— isen.Fio?; quindi sari 

y=€ (Ccos./m:— CJ/— iseil.»a:-*-C'cos.na?-t-C|/— isen.nj?) , 

cioè, posto C.+^=/?, (C— C)^/— i=P', 

y=e"" (PcoB.»a:-HD'sen.»ar) , o piuttosto faeendo DzzEt^n.E*^ 

Se a e i sono eguali , avremo ^y:=:(C-f-C')e > il quale in« 
tegrale non è completo, perchè contiene una sola costante 
C^^\ Per aver Tintegrale completo converrà rifar da capo tut- 
ta r operazione nella ipotesi, che i due fattori di u^-^Au^B sia* 
no eguali , lo ohe , com'è nota, fa molta variasione nell' integra* 

le delle formule ^,J^^^ , u^^Au^È ^ ^ PH*'' **' P'^*'^ P"^""* 
dere il seguente elegantissimo metodo , rinvenay>ne del quale si 

deve al Sig. d'Alembert. Neil' integrale yzsCr^'^4ye^^ 
supponghiamo fc=a-M> , ed avremo yrre""*^ ((it-C'« ) , e svol- 
gendo in serie la quantità esponenziale e"^ 

* , -^ V a a, rf / . 

Facciamo C-f^J'zzD, — Cozz:D\ ed 11 valore precedente di y 
diventerà « 

y=re (I/h-U jf— JD kX? — 7"^^^- 1 • 
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Qaesto iategrale> che ha poco pregio, allorché le quantità a e b 
sono disuguali, essendo allora coin|fosto d'infiniti termini, 
prende una forma molto semplice, |fuaado le medesime quan« 
tità sono egnali. Poiché essendo instai cAtt o=ro, esso si riduce 



— a^, 



ad j=:e (D^D'x) , e questo integrale h completo, perchè 
contiene le due costanti arbitrarie D&D\ 

Se avessimo supposta o piccolissima , e^ avessimo trascura-* 
te le potenze superiori di o, saremmo giunl^ial medesimo inte- 
grale. In- seguito avendo occasione di valerci^M^ll'istesso metodo 
useremo per più brevità questa seconda maniera. Ma quantun- 
que trascureremo le potenze superiori di e , si avverta fin d'ad«s« 
so che il metodo è rigorosa, perché ad ogni caso potrà applicarsi 
nn ragionamento simile al precedente, nel quale nujia si. tra- 
scura. 

Noi sogliamo chiamare omogetiee Tequazioni differenziali 
del second' ordine, quando attribuendo alle quantità a?, j,^ar^ 
dy-y d*y una dimensione per ciascuna troviamo , che tutti i ter-t 
mini hanno il medesimo numero di dimensioni . Tale sarebbe 
l'equazione 3x^dx^'^2xydxdy'^4y^d^y::zo , ove in ciascun ter- 
mine sono quattro dimensioni . Se pertanto facciamo dyzizpdx , 
e £/^=:jr^ar^ nell'equazioni omogenee/? conterrà nessuna dimen- 
sione > e q una dimensione negativa. Quindi posto jziraa? , e 

g^z— tutti i termini della proposta conterranno dopo questa so- 

stituzione una medesima potenza di x, tolta la quale avremo 
una equazióne finita tra u, z, e p y da etti una di queste varia- 
bili si potrà esprimere per le altre. Ma dy::^pdxzsudx-^^du , e 

. j, dx ^^ du , ., .^uifd0 i , zdx .y dx dp 

qumdi — ^=r — ^ ; similvQ£0fi^pzzqdx::z — , e perciò — =-*- : 

sarà dunque —— r^p^, equazione del prim* ordine tra le vària- 
bili/; ed Uy perchff a è data per esse. .- -^"^"^ 

Si abbia per' esempio l'equazione omogenea 
Sjrfa?»— 3xflfa7rfj-#-4y*rf"y=o; essa ci dà 3y— 3^-i-4j*y=o , e 

posto jCTtta? , 9=«f^9 3tt— 3p-i-4Ma;5=o , dalla quale si ridava 

3{2?— tt) 11 - 

* A ^ • Sostituendo questo valore di « nella^ equazione 



D' ALGEBILA P. HI. 157 

zdu::zfj)'^u)dp. avremo -—^làp, ed integrando je?=::(7— — . Sarà. 

, dx du — 4udu , . , 

dunque — =: =:: — .^ ■■ . ^ ; e se a^^iu, à-^^u sono i due 

fattori della quantità 3— 4^i^-»-4ia* , avremo integrando 

log.C— log.jf=: — Tlog.(a-f»2M)«— — ^ log.(fc-i-aM) , e passando dai 

a b 

logaritmi ai numeri — =:(a-i-aM) **" x(^"*"^w) ^~ > © sostituen- 

do — in luogo di m, C'(i*-4-ay) zz{ax^2y) .; il quale è un in- 

tegrale completo, perchè una delle costanti è C, e T altra è 
compresa ne' valori di £t e di i . 

L'equazioni del second' ordine si potranno anche ridurre al 
primo, quando saranno omogenee per rapporto ady, rfy, e rf^v, 
qualunque dimensione abbia l'altra variabile x . Siccome m 
quest'equazioni le quantità y. Pi ^ q hanno in tutti i termini 
una egual dimensione, se ponghiamo /7=uy , ?==^y y !& proposta 
divisa per una data potenza di y ci darà il rapporto tra le varia- 
bili u , z > ed a: • Ora essendo dyzzuydx , e 

dpsuidx::3udy'^duzz:zydx ^ avremo —=ttrfx=: , cioè 

du-^u^dx^rizdx . Sostituendo in questa equazione il valore di z 
in AT ed u , ed integrandola avremo u per Xy e quindi Xog.yz^fudx, 
che sarà l' ilfìtegrale della proposta . 

Si abbia per esempio l'equazione yd^y^^y^zizXydxdy ^ 
ove X è una funzione qualunque di x. Avremo in questo caso 
Z^^u^-k'Xu , e sostituendo questo valore nella equazione 
dw-^^i^dxzzizdx Otterremo duizXudx^ ed integrando 

vzzCeJ^'^'', • quindi y=C'/"''*=C'e^^^"^'''''''^ . 

Sia data in secondo luogo l'equazione 
d^y-^Pdxdy^Qydx^^io , o sia q-^Pp-^Qyzzo ^ ove P e Q son 
funzióni di x. Facendo pzzuy , q^=^zy avremo a=: — Pu-^Q, e so- 
stituendo questo valore nella equazione du-'¥U^doczzzdx troverei 
mo dU'^{u^'^PiA'¥Q)dxzz,o . Integrata questa equazione , e rica- 
vatone il valore di u , Bsnk yzzCeJ^ ^ l'intégrale della pro- 
posta • 
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Ma per Teqaazioni di questa fórma vi è il vantaggio, che 
toon è Qepeftsario sapere V integrale completo dell' equazione 
du^iu^-^-Pu^Q^doczzo , ma basta avere due valori particolari di 
u di y . Siano infatti y::zM^y:=zN questi due valori partico- 
l^ri diversi, e sarà jcsCM-hCìV l'integrale completo della pro- 
posta j perchè comprenderà le due costanti arbitrarie CeC In- 
tatti sostituito questo valore di y nella proposta essa diventerà 
C{d^M^PdxdMH'QMdx^)^^'{d^N'hPdxdff^QNdx»)=o , 
cioè 0=0, perchè iU ed iV vi soddisfanno. 

Anche un solo integrale particolare è sufficiente . Sia que- 
sto yznSI, e per trovar l'integrale completo ponghiamo y::zMs^ 
la proposta diventerà 

^{d^M'^PdxdM^Mdx^)^Md^z^^Mdz^PMdxdz-o , 
cioè, siccome M vi soddisfa, Iì^ltìl Md^at^%dMdz^PMdxdzzi:o* 
Questa pestd dz:ztdx si cangia nella seguente 

(PAf^a^)«H-Af^=o, la q«ale ci dà (,37) te^e"-/^''', e 
quindi z=ftdx=(U4yr^e''J^^'^ , ed 

Supponghiamo adesso , che P e Q siano quantità costanti , 
é siccome non abbiamo bisogno che di un'integrale particolare 
dell' equazione dti^u^'^PihÌ4^)dxzzo , è chiaro che questo inte« 
graie otterremo facendo i«^-t-/'£^4-(>=o , perchè u sarà costante , 
e quindi anche dui=:o . Ora se a e i son le radici dell'equazione 

n*-HPM-t-Q=:o , avremo w=a, m=!ì, e quindi y=e^*, yrze sa- 
ranno due integrali particolari della proposta , e perciò Tintegra- 

le completo sarà yizCe -hC'e , conie abbiamo trovato di 
sopra . 

A B 

^^* '^f;:^ ' ^(W^7 , ove ^ e S soh costanti; avre- 

mo du^u^^ J^ ^^^\dr=zo . Ponghiamo u=: 



e VeqvLSixioxke4iveixteTk{p^^x)dt^t^^{A^^)t^B)dx:s:o, alla 
quale possiamo soddisfare facendo ^^-i^^— ^)^4^jSzro. Siano 4» 
e h le radici di questa equazione; sarà tzza^ e tzsb, e quiridi 



*-H. 
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/ a h 

•ti due valori particolari ci daraiino l'integrale complèto 

a h 



yzzC{p-^x)^ '¥^\p'¥-qx)^ . Se bcz^a ^ poDgbiamo secondo il 
metodo del Sig. d* Alembert a-m» in luogo di ^, essendo a infi«> 



nitamente piccola, e siccome C{jm^x) ^ è 

a Q a 

=C{jP'^x)^X(jP^x) ^=C'{jfM^x)9 ^i'^jlog.(p^hgx)y avrc- 

a 

mo aiutando la costanti y::^{}h^x)^ .{D^D'hg.fp^-^x)'] • Se m 
e b sono immaginarie, sarà a della forma inH-/z|/--i essendo b 
della forma i7»-«;i(/'—'i, e l'integrale sarà 

y^=^(l^^^^)^ )C{P'^^) ^ -+-C'(/-*-yj7) ^ >, e sicco- 

me Qw-yx) * =cos.(— log.(/M-5':t)j 

=t:j/— isen.^— log.(/?-t-fa7)Y, otterremo mutando le costanti 
m 

pure facendo C=I?sen.Xy, C'=ri>co8.I>' , 

ymD{p'¥^x)^ .«en. /--log.(/>-i-}r)-4-D'j . 

Prendiamo a considerare T equazione più generale ^ 
d^y^^Pdxdy-^Qydx^zzXdx* , ove P, Q, ed ^ seno funzioni di 
X . Facciamo 3r:=ii« , e questa equazione diventerà 
u{d^Z'¥'PdxdZ'^Qzdx^)-^%dudZ'^Pzdxdu^zd^uinXdx * . Se pon- 
ghiamo d^z^^dxdz-^-^zdx^zzo , dalla qual' equasdone si ricave- 
rà il Talare di p , rimarrà l'equazione 



*• 



-m - . j 
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^dudz-^-Pzdxdw^zd^uzzXdx^ , che posto rficrtó^ si cangia ia 

Pz'i'ai'^jtdX'^zdtzzXdx 9 e ci dà (137) 



( 



"" (C'-+-M^'^'" .Xzdx\ , e quindi 



yrzCx^zfì . dx{c'-¥-fef^^^.Xzdso\ . Avremo dunque il 

valore completo di y, se conosceremo un valore particolare di 
z , cioè un' integrale particolare della proposta nel caso di 
X=o ; Tutto si riduce pertanto a trovare un'integrale particola- 

re dell* equazione ^-^-i-P^-hQj?=o, la quale può anche ridursi 

alla forma più semplice ^-^-i-iV]y=:o . Facciamo in quella equa- 
zione yzzMz , e diventerà 
T.jfà'^z i dM n^jr\dz id^M j^dM ^,A , . ^ 

^dr»-^(^^-^^^)fc-^(-^-^^^-^^^)^^^ ponghiamo 



— r^ — i-PiWiro, ed avremo Mzze ^ , e sostituendo que- 

ax 

1 .. à^^ tr^ P^ àP\ 

ito valore otterremo j^->-(\: — 7 "" "3")^'^^^ > *^*^® ^°^ equa- 

d^ V 
zione della forma j-^-f-iVysic * Questa equazione adunque me- 
rita in particolare la nostra attenzione , giacché da essa dipende 

d^Y £?V 

l'integrazione dell'equazione più generale -j^-t-P-j—^X^y^X, 

i43. 

Uno dei mezzi adopratiper'integrar l'equazione j-^-i-iVj=:» 

almeno per approssimazione è stato quello delle serie. Noi. ne 
daremo un idea rimandando per una ulteriore spiegazione i no- 
stri Leggitori al Calcolo Integrale del Sìg. Euler. Si debba pel- 
tanto esprimere con una serie l'integrale dell'equazione 



*^ 



J 
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—^ "jHioc^ yzr,o . Siccome nel primo termine la dimensione di 

X edi dx è =— a , e nel secondo =7» , il valore di y avrà questa 
forma 

e sostituito questo valore nella proposta sarà 

/(Z-.i)^a;^"^H.(/^m^a)(/-4-w-i-J )Bx^'^ 

-H aA 

H.(/-Haw^4)(/:+-a/»-4.3)Cx'"^^"*" Vec.=o • 

-H aB ' 

Poiché il primo termine non ne ha alcuno simile, bisogna che il 
suo coefficiente sia zero ; perciò avremo £=0 , 2=1 ; nel primo 
caso la serie sarà 

ove À è indeterminata. J5=:— 7 .. v % 

C= r ^^7 rr , 2>=:— -sr. rr^ — -« , cc. Nel secondo 

caso sarà 

r^A'x^B'x'^'^^ ^^'x^'^^^^nx^'^^^ec. , 



ove A' è arbitraria, B'za— ; — ^ — r: rr , Ctr 



(m-i-a)(m-KÌ) ' a{ni-»-a)(a7ii-H5) ' 

-^=^ 3(iyM-a)(3m-t-7) '^-^ ^ 9"*"^^ Tintegrale completo egua- 
le alla somma de' due integrali particolari trovati sarà 

yzzA'^Bx '¥'Cx ^-♦-ec.-4--4'jr-i-5'a? -i-C'ap -♦-ce. 

Può succedere che queste serie divengano inutili , se cioè 
il denominatore di qualche termine sarà zero, nel qual caso 
questo e tutti i termini seguenti saranno infiniti • Ciò avviene. 
in primo luogo se m=— a ; ma Tequazione essendo allora 

-r— -♦- -~=o , diventa un caso particolare della equazione 

d'Y A dy By 1 ■•. , . 

—^-^ . 7^""*"/ )i^^^ contemplata di sopra, ed ammet- 
te perciò un integrale completo in termini finiti . Gli altri casi 
Tom. IL ax 



sene 
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succedoiiOy quando nii-4-2=±-r, essendo i un numero intero; 

se nM'ZZz-r- , si rende inutile la prima serie , e la seconda^ se 

77i-i-A= — r^ ma sempre si ha un integrale particolare nella se- 

rie che rimane . Dato poi l'integrale particolare avremo facil- 
mente r integrale completo , poiché facendo yzzPz^ ove P rap- 
presenta questo integrale particolare, otterremo l'equazione 
pd^z dP dz d^P fUp qX péli dPdz_ 

dx^ dx'dx dx^ "^ ' dx^ dx' dx"^ ' 

ed integrando P*— -SziC, e z^zC 1 p^ . Ma siccome P è una 

infinita , non si potrà da questa forma facilmente conoscere il 
valore di z. In questi casi pertanto daremo al valore di y la for- 
ma jr=p-t-^log.x y e la proposta diventerà dopo questa sostitu- 
zione j-^ -4- -^ — -2j.-4-éyj?''*-f- ( — * -f-ajd?"* ì log.orrro . Adesso 
se snpponghiamo che yziiq sia l'integrale particolare della pro- 
posta datoci dalla serie util^, avremo y-| -f^^r'^^no , e quindi 

ancora T-f -♦• -T^'---^-4-apa7"*==o, per mezzo della qual* equa- 
zione si potrà esprimere p per una serie, come vedremo nelFe^ 
sempio seguente . 

Sia i7ii=— I , cioè si debba integrare per serie l'equazione 
d^y uy •! 

dx^ ■*■ T^^ • **^ yzip'^log.x , ove 



' va a» .3 aA.3a.4 / 

si dovrà trovar p per mezzo dell'equazione 

__j?=/4-i-Ba7-HCii?«-i-i?a?'-»-£ar*-i-ec. , e sostituendo, avremo 
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aC-H 6I7a7-*- iskEx^ -4» 20 Fx* -♦•ce. 

a? a a.o* a.5a.4 

A aA a^A a^A a^A , —o . 

-I ^aS-f- aCx'¥' aDx^-^ aJBar»-4-ec. 

Quindi saia -4=— — , C=r — r-— t , Lr:=i^ TrT;""TT > 
^ a aa a a«.oa a.o 

£— — i— — r- — :? — . Jfe:— r^; — ; — ?- — — r, «c, e la quantità 
aa.34.4a 3T4 ' a».3».4».5^ 4.6' ' ^ 

B resta indeterminata. Prendendo adunque per A,C, D, ec« 

questi valori avremo 

y=:^-t-5a?-i-C««-*-I7d?«-i-ec.-4.-<4'(«--— x*-i---j2f *^--«<5«) log.x , 

il quale integrale è completo , pisrchè compMènae le due costan« 
ti arbitrarie A e B. 

d^Y ITI 

La medesima equazione --r-^.^^^x jrro si può trasformare 
in un' altra 9 che è facilmente integrabile per serie. Facciasi 

y:r»e'^ » e si avrà la trasformata 

à^'% ^ dz dp ^ m . A • ^ u- 

— j -♦-a/? T— «-«~--f-rp*-»-a«a7 =ro, e siccome je? è in nostro arbi- 
trio 5 per render questa equazione più semplice , prendiamo p in 

m 

modo, che As^p^^^^x =0, ed avremo />:=j?*.|/— azza; j/- 

facendo nvsz2^n . Posto ciò sarà 

i7t«4-a 



yrrze*' *^ zzztf sr2?« j.e « « do- 



vrà determinare dalla equazione 

d^z n j dz . iZ"— j «TV • • 

j-j-*.aa7 J/«7-fl.— -»-«|/^— aa? «zzo. Esprimiamo z per mezz# 

di Tina serie discendente , e siccome ne' termini di questa equa» 
zion'e la x ha — a, o n— i dimensioni , facciamo 

ssrz^o: -t-joa? -i-Cap -i-I7a? -+i*c. , e sostituen- 

do questo valore di z troveremo i due termini 
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a/|/— a-^a? -i-«j/— a-^o? , i quali non ne hanno altri 



simili , e perciò la loro somma dovendo essere =0 , avremo 



n 



/=>— — • Sarà dunque 
zsiAx -H-Bo: -f-Ca? -hD^ ^ -Hec, , e so- 



stituendo questo valore avremo 
.(3rt-Ha)l?|/— a — (S7i-i-4)Cl/— « — (7ii.4^)/)|/— « -ec: 



ne proposta -pj -i-ax yzro facciamo yi=e*' " , ne nascerà Te* 



quindi B= n{n^!.)A _ ^^ {5n^){3n^i)B 
^ 4.^^^!)]/^'^ 4.4(/z4-i)|/-a 

Dzz^ ^'*"4;i — itLL., ec. Siccome la sola lettera ^ resta inde«- 
4.6(/»-*-i)|/— a 

terminata, non avremo che un integrale particolare , dal quale 
però in breve dedurremo l'integrale completo della proposta. 
Intanto si osservi , che la serie trovata si terminerà ogniqualvol- 
ta sarà (a/±i)»-H2i:=o , essendo i un numero intero qualunque ^ 

cioè quando sarà rt:=— . < . • , ed m=>- . , • Se nella equazio* 

d^y m n . fudx 

_ _^ VMS 

quazione del Conte Riccati durHi*dx:S'''<ix dso , della quale 

perciò si potrà assegnar l'integrale, quando mzz —- . 

Ponghiamo adesso 

4a,a.4{/i-4-i)^a 
^ ntw-4-a)(3/i-Ha)(3/2H-4)(9nH>4)(5wt-6)f7w-4>6)(7/i-»-«) "" a \^^ 

— ?!1— " ^ 22—3 

_^ H(«-»,a) ^ a ^ »(w-»-a)(3«H»a)(3y?-i-4)(5yi-»4)(5ii-f-6) "" ^'" ^i 

"'"^4.a(«-Hi)a 49.a.4.6(«H-i)»aa f " 

e l'integrale particolare trovato avrà la forma 
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z:^A(M'^N[/'''^ ; ma «iccoine j/— « può avere tanto il segno -^ 
che il segno — , un ahjft> valore di z sarà ^'(M — iVIZ—a) . Per- 

ciò l'integrale completo dell'equazione ir^"*^^ J=so sarà 

2 1/-^ -^5^ ^/^ 

o 8Ìa 

FM-I n-f-i 

Questo integrale avrà una forma reale , se a è negativa ; ma se 
a è positiva, converrà ridurre gli esponenziali a seni e cose- 
ni, e si troverà 

y=:(CM-HC'iVt/a)cos. t lLl^C'M--CNl/a)Ben.l Lf , 

ove C e C sono due costanti arbitraria. 

Si debba per esempio integrar l'equazione 
8 SI 

T— --4-aa? *y=^ox avremo 



/»=—• ^, mzzx , iV=s—j-; e quin- 



di^ se a è positiva» l'integrale della proposta sarà 

jcziCa? — __lcos.(3a? .J/^a) 

d I 

— (C'o? -H— ^jsen.(3« .l/^a). Se poi a è negativa, l'inte- 
grale sarà 




♦ ^\ 






'« 
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4/ -3« ^.l/-a 3x ^.j/-a. 



I I 






Posto it=r -^ , sarà 2« Tintegrale dell'equazione 

. . -■-•%.. • 

144. 

Uno dei gran mezai d'integrazione consiste nella ricerca del 
moltiplicatore y che rende la proposta da se stewa integrabile. 
Ogni equazione del second' ordine , nella quale dx è costante» si 

riduce alla forma j-jj-H/nssaD^ ovverò {q'hm)dx^zrjo, essendo m 

funzione ài x^ y^ e p » Sia M il moltiplicatore di questa equa- 
zione, ed avremo perciò, che abbiamo insegnato nel Calcolo 
Differenziale, 

\^-^J^'"Yj-d.(^-^^-^y^^d'.{^'^J^^ , cioè 
svolgendo i termini 



9 



l\djr/ \dxdpf ^\dydpf \dp^ / \dpf\dpf \dp^ l\ 
\é/ra-/ ^\dxdyf ^ \ày^ J \dxdpf '^Xàydpl \dpl\dxl 

(d^m\ (d»m.\ idmW' ' 
_ dj^rp\i^rKdyìr='' ' 

Ma siccome mtAM non contengono q , dovrà andare a zero da 
per se sola la parte moltiplicata per q: avremo adunque le due 
equazioni 



(«) 



(*) 
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/dM\ / à'M \ / d*M\ fd'M \ 

-;(|Xf M$?)- • 

/dm\/dM\ f /d'mM/rfArv 

(rfm\ /dm\\/dM\ 
EHa?)J(«") 

Il fattore ilf dovrà soddisfare alle due precedenti equazioni, le 
quali contengono differenze parziali . Trovato un valore di M se 
ne dedurranno infiniti altri: sia M* questo valore, e sarà. 
JH'd^y-^M'mdx^ una differenziale esaWa zzdUf e quindi tizzC 
sarà uno dei due integrali primi completi della proposta . Anche 
{M'd^y''¥JM['mdx^)(p(u) sarà uria differenziale esatta; perciò tutti 
i fattori contenuti nella fortna M^<p(u) ci daranno l'integrale 
zi=^% Ma la proposta deve avere due integrigli primi; dunque 
vi^3arà un'altro fattore M^^^ che condurrà all'altro integrai^, il 
^uale , se facciamo M"d^y^^M"mdx*:^dtf sarà t:zzC, e tutti i 
fattori compresi nella forma M^'F{t) condurranno a questo me-^ 
desimo integrale. Sotto qualunque aspetto Qomparisca l'integra- 
le della proposta, esso non potrà avere che la forma TzrC; es- 
sendo '9 funzione di i^ e di f . Difièrenzìando avremo 

HSK (f) ^ Mi)-^'tf )]^ 

JU' I --j- j"*--^ ^-j-) sarà la forma più generale che possa avere il 

moltiplicatore Mj e la più generale che soddisfaccia insieme al- 
le due precedenti equazioni a differenze parziali. Se esistesse 
qualche moltiplicatore \^ il qnale non fosse comptreso nella forma 
precedente i si avrebbe un'altro integrale primo della proposta 
indipendente dai già trovati ussC, iz:zC^f lo che $ impossibile, 
perchè la proposta non può avere che due integrali primi. È fa- 
cile di estendere questa teoria all' equazioni differenziali degli 
ordini superiori al secondo • 

Siccome non sappiamo trovare un valore di M, il quale 



*^ 
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soddisfaccia alle dae equazioni (a) e (b) prese nella loro genera- 
lità, fiupponghiamo che la proposta abbia la forma 
d^y-^Ady^'^Bdxdy'^dx^zzOy e cerchiamo quali funzioni di 
a: e dì y esser debbano i coefficienti A, By e C^ perchè il molti- 
plicatore M sia funzione di x e di y senza /i . Avremo 

/ d'm\ /dA\ (dB\ t d*m\ (dA\ /dB\ /i'm\ ^ 

Sostituiti questi valori T equazioni (a) e (b) diventeranna 

Questa seconda equazione si riduce a 

, .fd^M\ ryfàM\ ^/dM\ édB\T.jr /àC\n>r^ 

A motivo dell'equazione (i); la quale ci dà 

Differenziamo r equazione (a) per rapporto ad j, e Fequazìon* 
(4) per rapporto ad ar , e paragonando tra di loro i valori <li 
/d*9f\ 

(^)^"(0)MfKf)-^f)(f ) 

édB\/dJMf r^/d*Jli\ „/d»M\ fdÀ\/dM\ 

"*" \ dy}\i7}~^\d^)'*'^\d^r'^\M}\i:F} 



( 
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e sostituendovi i valori di ^-^J , {^-^^ , ^-^j , \j^^) n- 
cavati dall'equazioni (i), (a) , (3), e (4) , e facendo 

(^)-UF)^45;^)-^(5^)"(-Z;^Kn5^) otterremo 

idA\ (dB\ 
\dxr\dy} 

-j — )=P3f . Sarà dunque 

Mz=4i^^'^'^y'^^^'^^ . Trovilo il fattore M facilmente si avrà 
r integrale della proposta: sia infatti questo integrale 
Mdj'^Qdx^^X) y e dìi&renziando , e paragonandone il resultato 

con la proposta moltiplicata per ili* avremo i^WCilif , 

(^=:(5-P)Af , e perciò dQ=CMdx^B^P)Mdy , ed inte- 
grando Q==c-H//»f [Ceftr-i-(-B--P^l 

=c^fe^^"*^y'^^'^^\[Cdx^B^P)dy\ , e l'integrale della prò- 
posta sarà 

Acciò questa espressione sia reale , conviene che ^dy-^Pdx, ed 

^A^^y'^Pd^)^[Cdx^B^P)dy] siano differenziaU esatte, cioè 

, . /dA\ (dP\ * 

convienchesia(^)=(^J, e 

P(J5--P)-4-( j-l-H ^ì=^C-4-(-j- 1 : e queste sono le condizioni , 

che devono aver luogo , perchè la propòsta ammetta un fattore 
funzione di x e di j solamente, • ^ ^ 

Data per esempio 1* equazione • 

«•yn — =^ — **^ "^ ^'^s.xdx^zio abbiamo P=— ; 

Ady-^Pdxzz -»- — • è una diiferenziale mm^y^ì di cui inte- 
grale è log.a?*j* , similmente * ' T* /, * i v 
Tom. IL aa ' /'. 



\ 



/ 
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J\^'fy-*-P'i«)^^Cdx^B^P)dy]z=ax*y'dx^x*ydy è una diffe- 

renziale esatta , ed il di lei integrale è — '^ • Quindi l'integrale 

della proposta 8ttrà.aa?^y^rfy-i-(c-»*^*j*)rfar2r<). 
Si abbia l'^quaziona 

•~=^-4» — -^ — . —--♦-X— -'-H-y^no, ove A è una funzione 

dx^ X dx X -^ 

qualunque di x . Facilmente si vedrà , tihe le due precedenti 
eauazioni di condizione hanno luogo ; onde la proposta ammette 
un fattore funzione di a? e di j solamente. Questo fattore si tro- 
verà essere x^ e T integrale della proposta sarà 

Può succedere, che sia ^(■j~)""(T~)2=o,nel qual caso non 
può adoprarsi il metodo precedente . Per rimediare a questo in- 
conveniente facciamo P=:— -hP' , e la prima dell' e<^uazioni di 

condizione ci darà i -r- )=( -r- 1 i.-r-i=o, e perciò P' non 



. idF'\ ÌdA\ iidB\ 
. SostituendcAldesso il vali 



deve contenere y . SostituendcWdesso il valore di P nella se- 
conda equazione di condizione avremo 

— — f-P'^rr-j-h-^f-j-)— ^C-*/-j-j, ed il secondo membro di 

questa equazione dovrà esser funzione di x senza y. Trovato un 
valore di P' ebe vi soddisfaccia, sarà 

( fÌAdy^l?-^F)dx)^ .j. . -,) 

r integrale della proposta . 

^ In questo caso sarà l'equazione data^ se A'no , e B funzio- 
ne di X sen^ y : perchè essa sia integrabile col metodo preceden- 
te, bisogna che sia (;7-| funzione di x^ cioè convien che sia C 
della forma Xy^'X' , essendo. -ST ed X^ due funzioni di or. II va- 
lore di P' dipenderà dall' equazione 



dP' 



dB 



\ dx / 4 ^dx 
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8ia, posto P=r — ^rj"» equazione t— j-hìj ^-*-Aa=zo; e 

perciò 8Ì saprà integrare la proposta, se si conoscerà un. di lei in- 
tegrale particolare nel caso di X'^o , lo che combina con le cose 
precedenti ^ Trovato infatti un valore di «, sarà T integrale della 



proposta ze .~-+-c— /e ( j-Jy-JCzjrfor-JSCWj? j=o, cioè 

siccome fé -(^^J" Xzyds^zzfe [^3^-*'J'(';^-**^^*)] 

• jBdx T 

=:e .TT^ , questo ìnt^rale sarà 

» » ^^jMdx. ■ jJBdx . 

^ J^J"*"- — ' (^-^^ .X'»rfj7j=o; dal quale poi si 

potrà dedurre r integrale finito (iSy). Ma ciò si otterrà più fa- 
cilmente, se sì conoscerà un'altro valore Ai z: sia questo z\ ed 

dy dz^ ^f^^^ t S^^ . - ■ 
avremo similmente -~ — ^wZj"*" r^yp^'^f^ .JCii^dx\zio^ 

e. per mezzo di questa e della precedente equazione eliminando 
~- otterremo l'integrale finito della proposta 

-^fBdx . fBdx 

dx z^dx 
-^fBdx . fBdx . 

dx zdx 

bx o. V 

Se ponghiamo jB ed A" costanti, sarà 2C=e , z^zze (i4^}» 
ove d % b sono le radici' dell'equazione ^*-i-£f-HA^!=:o ; quindi 
osservando, che jOzz-^-o-^, troveremo l'integrale essere in qiie^ 

e (c-4-/e .X^dx) e (c'-^fe .X^dx) e 

sto caso Y=: i — jì- :h i — :^ : . Se 

a=:&, ponendo i=a-i-o, e togliendo le costanti e e e' , perchè si 
possono considerare comprese nelle seguenti formule integrali 



• 
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€ fé ,X dx e^ ^ le ^ ' .X'dx ., 
avremo 7= ^ — *^ : il 

secondo termine 9 trascurato o perchè infinitamente piccolo di- 

e fé .X dx . ex p^ax -srtj jix/*^4ix ■«•/ ■ 
venta— — ^ —e oye AWx-i-e ye .X'xdx ; 

, , perciò sarà in questo caso 
. yzize ''^{p^fe'^^ .X'xdx)^ ' ^^.x(c'V«""^Jf 'rfar) . 



Sia B= — ^^, Jl=:-; r-, ove a, J, P, ^ son costanti. 



TU ITI 



ed avremo «=z(/?-Hy:r) ^ ,.«'=(/M-yar)^ , essendo /» ed to' le ra- 
dici dell'equazione />-»^a — q)t^^-èczo. Quindi poiché 
a-^qzz^^m'^m' f sarà in questo caso 



m rn 

— — — -f-i 



— — — -4-1 ^ 

.^.IciiXJ fip-^x) .X'dx . Se rnzzLm , facendo ro'=3 

avremo 

— — — HI — -f-I 



9 
9 o 



cioè 
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^^^f^lj/O^x) * .XWxlog.(/7^^)-log.(;7H-yar)/(>H-yx) * .A:'^! 

Poiché nello stato presente dell'Analisi non si può trovare 
direttamente il moltiplicatore , che renda integrabile una equa* 
siòne data , conviene appigliarsi al metodo inverso, e cercare 
qual' esser debba l'equazione, che per mezzo di un dato molti- 
plicatore divenga integrabile . Sia dato adunque il moltiplicato- 

re i'^-^-Qj» « cerchiamo qual' esser debba l'equazione 
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d^y^Adxdy-^Bydx^zzo 9 ove ^ e JB, siccome ancora P e Q «o- 
no funzioni di x, perchè quel moltiplicatore la renda integrabi- 
le . Posto m^zAp'^By , ed MzdPp'^Qy V equazioni di condizio- 
ne (a) e (b) diventeianno 



/ dQ à^^ ^^£— P^\ 

*\ dx dx^ dx dx) 



^ 



\dx^ dx dx ^^ dx^^dx/ 



Dall'equazione (a) abbiamo ^SBy«»- , ,e l'equazione {b) pò-* 



e siccome la prima differenziata ci dà 

dQ d^P JÌP JtA • j . .j «A 

ak-T--f--y----— a-/«-r— aP-T-=:o, la seconda si ridurrà 
dx dx^ dx dx 

.ta wtto la forma rfBw.(^-2^)&=^-^, ed ìntegra. 

Se nel termine /« *^ •(ja ^— V^ pongbiamo in luo- 

go di ^ il suo valore, esso diventerà 

/• J P (d'Q »QiQ àPdQ Q»dP Qd'P QdP» \ 
che è visibilmente =:e .t-^— - ^ . )-hC' Sarà dunque 

■°^P* "^^""IIp»"^' * 'J"'" ' ^ equazione 

rQdx 

^^(Q^JEAdy^i^ÉZeJ P ^^l-9ÉL\-o diventa 
integrabile mediante il fattore P—- -t-Qy . 



/ 



/ 
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Per trovarne l'integrale ponghiamo Tequafeioiìe proposta 
•otto la forma dp-^Ady^Bydxz:x> , e moltiplicandola pel £sittore 
pp^^Qy avremo l'equazione 

{Pp^Qy)dp^APpdy'¥'{AQ'^BP)ydy^BQ.y^4«ac> , il primo 
membro della quale è una differenziale esatta. Quindi l'integra- 

le di questa equazione sarà "— -i-Q j/?-hS=o , essendo S una 

funzione di or e di y. Per determinarla differenziamo l'integrale 

dP 
trovato, e riflettendo che ^P— — -«-Qzro, se paragoniamo que- 
sto differenziale con la proposta troveremo 
dSz=,lAQ^BP^S\y4y^BQy^dx. Ora si osservi chel'^ua- 



BÌone {b) ci dà 



dx 



rra-BQ, e facilmente ved rasai 



essere Szr^^yAAQr^BP- 



dQ 

dx 



^ Pdy^ Qjrdy 
proposta , "'■ > ' 



j—^'^ , e r integrale perciò della 
rQdx 



Se per togliere le quantità esponeneiali facciamo 
rQdx 



avremo 



aQ dL rx^PdL , . *■ 



diventerà 

d^r / dL dP 

dx \^Ldx ^Pdx 



:h-( 



icLdx d^L dPdt dL^ 



'^Zdx'^SkL^dx, 



)y^' 



P ìkLdx 

dy PydL 
la quale moltiplicata per P~>-i- v.^ ci dà l'integrale 

Pdy^ PydLdy i / j. PdL^ \_ r t> . 

— y^: — I- % - -^ ,1,— yai c£,,i» > l^c. Basta questo esempio 

per dare un'idea del metodo , per una più estesa esposizione del 
quale si potrà ricorrere al Calcolo Integrale del Sig. Euler. 

In tutte queste ricerche abbiamo supposta dx costante , lo 
cbte però nulla toglie alla loro generalità; perchè se fosse data 
una equazione, in cui un altro elelnento fosse costante, questa 
si potrà sempre in un'altra trasformare, nella quale sia costante 
dx: se poi nella data equazione ninno elemento fosse stato sup- 
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posto costante , o in essa non sarebbero soddisfatti i criterj d'in* 
tegrabilità , o vi si potrebbe supporre costante queir elemento > 
che più piace. 

e A P I T O L O VI. 

Della integrazione dell' equazioni lineari di tutti 

gli ordini» 



o 



145. 



Itre quello , che abbiamo mostrato al Gap. III. poco più 
avanti sono andati i Geometri nell'integrazione dell' equasiioni 
differenziali degli ordini superiori • Vi è però una classe di equa- 
zioni, sulla quale si sono con molto impegno esercitati , perchè 
essa è di una utilità immensa nella Meccanica, e nell'Astrono*- 
mìa Fisica. Questa classe comprende l'equazioni lineari, delle 
quali slamo adesso per parlare con tutta l'estensione. Una equap 
zione si chiama lineare , quando in essa tutte le variabili , eccet- 
tuata quella di cui il differenziale primo è costante/ e le loro 
differenziali non oltrepassano la prima dimensione. Se j4 , JB ^ 
C f . . . . N 9 ed X sono funzioni di ce, e dx è costante, l'equa- 
zione 

jn jH— I jH— a j^i— 3 

<JUy y^BJ y^^c£—l: ^Ny=:X 

ax . ax dx dx 

rappresenta tutte l'equazioni lineari tra due variabili x eè. y . 
Nel caso di .^=10, quest'equazioni hanno due belle proprietà: 
primieramente se si conoscono tanti integrali particolari di es- 
se, quanto è r ordine dell'equazione, se ne avrà subito l'inte- 
grale completo . Infatti , se questi integrali particolari sono jc^P, 
yzzP\ yzzP^\ ec, è chiaro che alla proposta soddisfarà anche 
y3zcP-4-c'P'-*^c''P"-4-ec.; e siccome questo valore contiene tante 
costanti arbitrarie e, e', e", ec, quatìto è Fordine dell'equazio- 
ne, ne sarà l'integrale completo. In secondo luogo l'equazione 

si può abbassare di un'ordine posto j=:e*^ , sostituito il qual 
valore l'equazione prenderà la forma 
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u -^Au -^Bu .... -i-iv-Ha ho 



d u 
. • . -♦-/» =10 



dx 



w— I 



la qiiale però non è più lineare . Ma questa equazione e inse- 
gna, che se Ay B f C . . . . iVsono quantità costanti, soddisfarà 
alla proposta il valore di u eguale ad una costante, purché que- 
sta sia una radice della equazione 

u -hAu ""'-♦-J5a'*"" .... -♦-iV=:o . 
Tutto ciò combina con quel, che abbiamo detto di sopra, par« 
landò dell'equazioni lineari del primo e del second'ordine . 

Ma per dare la teoria dell'equazioni lineari in tutta l'esten- 
sione, prendiamo ad integrare l'equazione 



d y jd 



n 



n^i 



fi— a 



«--3 



I -Hivy=x . 



dx * dx" * dx'* ** ,dx 
Siccome il secondo membro X moltiplicato per lina funzione di 
X e per ^^ diventa integrabile, vediamo se per meifóo di una 
funzione di x render si possa integrabile anche il primo meai- 
bro . Sia questa Pdx , e dovrà perciò essere 



t n 



,n— I 



,72— a 

.5^ 1 



a • • • 



/»— a 



Ny\dx una differenziale e- 



dx' dx'' * dx 
satta; pnde per i soliti criterj d'integrabilità avremo 



(«) 



n 



n — % 



:ìzNP=Q, 



dx dx dx 

e siccome A ^B^ ec. sono funzioni dì Xy anche P lo sarà come 
avevamo supposto . Trovato un valore di P, che soddisfaccia 
«all' equazione (a), avremo facilmente l'integrale della proposta. 
Infatti questo integrale avrà, la forma 

(i)Ft l^A'l li^-Bt 1 ^M'y=c-*'fPXdx 

dx ^ , dx dx 

e per determinare i valori di A\ B\ ec. differenzieremo questai 
equazione, e paragonandola con la proposta troveremo 



A'^AP-T 
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dP • 



dx 

dx dx dx^ 



M'zizMP— .... ±« 5 — zp ..d; 

''^. rfa."-3 dx"-"- rf*"--\ 

Se conoscessimo n valori di P, i quali soddisfacessero all'è* 
quazione {a) , avremmo n equazioni della forma dell'equazione ( i)» 

d'ir d^ V d ^ 

e quindi eliminando col lorQ mezzo -~ , -r-4 .....* =^ 

* dx ax^ _ ;i— I 

dx 

avremmo il valore finito di y , cioè l' integrale finito coni» 
pleto della proposta. L' istessò si otterrebbe, se si conosces- 
sero solamente ti— -i «valori di' P ; in questo caso avremmo 
71— I equazioni della forma (i) , ed eliminando con esse 

-r-^ , ^-^ • . . . — --^ avremmo una equazione della forma 



dx 

dv 

-^-i-^yrzX' , la quale sappiamo integrare (iS?) , e quindi avrem- 

ino il valore di y. Si potrà dunque ottenere l'integrale finito 
completo della proposta , se si conosceranno n— i integrali par^ 
ticolari dell'equazione (a). 

Si osservi adesso , che l'equazione (a) sarebbe la medesima^ 
se nella proposta fosse Jf=:o, e perciò il valore di P è Io stesso 
quando JC è zero, e quando non lo è. Se dunque cbiamiamo Y 
il valore di j, che soddisfa alla proposta quando -^=0, Tequa- 
zione (i) diventerà . 

PZ S^AZ — .... ^BfYzzc, 

dx"^' dx''-'' 

ove le -quantità A\ , . . M' contengono i differenziali 
Tom. IL a3 
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dP d^P d^P rf"""^P e . , . .. 

-7- , -= — , -^7- . . . -^ . Se 81 conosceranno n— i valori di 

dx dx^ dx* , /j— I 

dx 

y, avremo n— i equazioni di questa forma, per mez^o delle qua* 

,. ,. . , d^P d*P d^^^P ^ .^ ., , 

li eliminando ;t--- , j-r- . . . potremo ottenere il Yale* 

(mX ■ ax y^Mi j 

dx * 
re di P. Questo valore di P comprenderà n costanti arbitra- 
rie, e facendo suceessivamente tutte queste costanti meno una, 
che sia sempre diversa, eguali a zero , e quella che rimane =11, 
avremo n valori particolari di P , e quindi Y integrale finito del- 
la proposta. Perciò la proposta si potrà sempre integrare, quan- 
do si conosceranno n^i integrali particolari della medesima nel 
caso di Xzzo • Questo celebre teorema è dovuto al Sig. de la 
Grange. 

146. \ 

Ma quantunque questo teorèma renda molto più semplice 
l'integrazione dell' equazioni lineari, pure non ^i conosce per 
anche alcun mezzo d' integrarle generalmente • Facciamo perciò 
l'applicazione di questa teoria a qualche caso, che ammetta una 
soluzione completa . Siano Ay By C..*.N quantità costanti , ed 
X funzione di ^ : T equazione (a) sarà in questo caso 

rf^P j /'-'P n ^^'P ^Aj àP . ^_^ 
— ^ \rB . . .ipiW -=-=-- ifcAtero, 



4M Pdx Pdx"^"^ Pdx 

dP 



^ la quale se facciamo -pj-zza^ (essendo a una quantità istan- 

te) ci4ar^ per determinare a l'equazione finita 

(i) a^'^Aa^^^Ba^^ ipJ»fa=fciVi=o . 

dP 

Sia —a' una radice di questa equazione, e sarà -^ zr.'^dx , e 

Pzze , ove tralascio la costante , perchè mi basta di ayere 

un valore particolare di P, Trovato questo valore di P avremo 
l'integrale primo della proposta così espresso: 



/ 
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dx dx dx *" 

ove sarà 



Ma siccome l'equazione {f>) ha n radici, le quali tutte si possono 
prendere per « , se le chiameremo — ^ , —a" , —a"' , ec. , avremo 
nella medesima maniera le seguenti equazioni 



l^A't y^Et y .... -.-M' :K=te* "{c^fe "^ '".Xdx) 



dx"^' rf*"-" dx"-^ 



i t^A"^ y^B^ y .... +M"3C=e« VV*"^ '^ -^àx) 






^ y^A"'t — u-w"t. y ^M">=«* v-+/« * -y*'*) 



dx—' «/a?"-"* rfx"-* 

ec. "^ 

Quest'equazioni saranno 7f di numero, ed in esse A\ B" ^ ec. 
saranno respetti vamente i valori di A^ \ B',tc», quando a' sv 
muterà in a" , e così delle altre. 

Se col mezzo di quest^ equazioni elimineremo i differenziali 

-j- 9 T-^ . . . • Z, otterremo il valore di y, cioè rintegra<» 

UX ilX* 72<— I 

dx 
le finito completo della proposta . Ma senza eseguire questa eli- 
minazione, che potrebbe per lo più essere molto imbarazzante,, 
si osservi che da essa risulterebbe il valore di y della forma se- 
guente ' 

e''%^/e-^''.Xdx) e** ""(c'+fe-^ "".Xdx) e*" %"-*-/e ^Xdx\^ 
fìi tn. ììt 
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essendo mym\m!\ ec. quantità- costanti. Per determinarle so- 
stituiamo questo valore di y in una delle precedenti equazioni 
(e) , per esempio nella prima , ed avremo 

m 

Y a'^^V^V'^* ^U dX a''*'"*-4-ec. d^X a'^^^^-ec.^ 

m dx m dx^ tn 






ji 



a Xi f 



-f-e (c^-^fe .Xdx). 



mi 



-♦-A . 1-- — I .1 -#- • j -4*-- — » , ^^^• 

m dx m ajp* w 

-i-ec, * 

r f • 

=e (<>-H/e .Xdx) . 

Siccome questa equazione dev' essere identica, avremo 

. _ AT^LW .... ^^ V^-^-Hx'"^' 

m 

cioè m=]Mr^LW h^V'^^^-Ki'"""' , e gli altri termini 

dovranno . svanire , onde si potrebbe dedurre il valore di m' , 
di m'[ „ ec. : ma potremo ciò fare più facilmente inseguito. 
Se nei valore trovato di m sostituiamo i valori di 3T , L' , ec. 
avremo 



y 



la qual quantità non ò che il differenziale di 

a' -t-^a' "" -^Ba^^^^ .... -^Mal-^-N preso per rapporto ad a\ 
e diviso per da! . Il valore di m diventerà quello di m! , se in 
luogo di o' vi si porrà a!^ : per confermarsi di ciò basta sostitui- 
re il valore di y non pia nella prima^ ma nella seconda dell'e- 
quazioni integrali. Se dunque ponghiamo * 

^^Ai^^^Bz'^^'^^Cz'^^ ^Mz^NzzP , 

> -.^^ : f f dP ^ „ „ dP 

sarà wk=^ posta 2=a , ^'=^'j- posta arra", ;»'=: j- posta 

jK=a"', ec, ove a\ a!\ a'", ec. sono le radici dell'equazione 
P=o . Ora essendo la quantità 
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i=(^_a')(;8-a")(«-a'") {z^^^) , sarà • 

m=(a' -a'')(d W") • . . . (a'-^^"^) 



m'=(a"-a')(a"-a'") («"-a^'*^) 



e sia in altra forma ntsi j posta 2=a% /»'=- ?? posta ziia!\ 

p 

m"zz rff posta z=zal^\ ec. Trovati cosi i valori di j», to', w", 



ec. sarà pienamente conosciuto l'integrale completo della pro- 
posta. 

Sea'=a", sarà m=y»'=:o, e qaìndi due termini dell'inte- 
grale diventeranno infiniti . Per rimediare a questo inconvenien- 
te ci serviremo del metodo del Sig. d' Alembert y e ponendo a" 

P ' 
:zut!'¥-o avremo m^z^-^Q. ove 0=:r rr- , facendovi zina' , ed 

7n'=oQ facendovi zziui^'zzcd'Jk^y cioè pel teorema di Taylor a 

motivo dì o piccolissima m'=:c»(Q-4-fi»^j facendovi «zza* . Sarà 

perciò — 7 = ""T7— 7r^=-7r-*- — ^ > © » due primi termmi 
del valore di y saranno in questo caso eguali ai tre seguenti 

^^ 'O^fa'-t-aWv— (o'-i-o)a: -,, . ,. .. ,. ox 

-t- -~«^ ' y« ^ • . 'Xdx, 1 qualt a motivo di e =i<4-«« 

trascurati i, termini infinitamente piccoli diventeranno 
__ « fé ,Xdx e fé .Xdx 

^ B'^'".xfe'-^''.Xdx _ e'^'^/e-^'^.JC^/x - 

• Q Q 



i 



la^ SLEIVtENTI 



d± 



JH —^e fé ,Kdx i ove 1 due primi termini si elidono, ìì 

dz ' ' • 



a X t*i /• — ^ìf 



terzo e il quarto riduconsi ad i -^ , -^ ^ 1 : e qui hdi 

, Q 

^llorcliè a— a", invece dei diVB primi termini del valore di y 
avremo i due seguenti 

az ir ,. f . 

facendovi «}=«'< 

Se a'^M''=d% ponendo a''=a!^o , d^'-zza!^, ed jR-r— ^^^ 
avremo iw::;=!«o'jR fàjc«idovi «naf, w^=:o(tf— p')K facèndo'szs:i;t'-f-4', 
cioè /»'=»(«j-HJ^)Yil-M>-j- -♦-o^ ^ 2 ) f'*^®^^^^ vzia! ^ 
i?i"=:o'(o'-*^)/t' facendo z=sa'-*-o', cioè 
»j"=;;:o'(o'i--^)(iJ-+-»'-2j-i-©'*--j-;-j facendo 2:=o\ Sarà perciò^ 

•^=1, — '. — -tI-wH» -H9* •} , ed 

hì—'Tr''^\'S^^'''^ P^^^* «=a'. il secondo tennis 

ne dell'integrale sarà.in questo caso ye ,^tf<a? ^ 

per svolgere il quale secondo le potenze di o ponghiamo 

— — IX /l? 

renziando avremo du'^oudx;:;:^ :Xdx . Prendiamo adesso 
w=r-*-T'o-i-T"oa-4-ec*, e sostituendo questo valore nella equa-- 
ssion e precedente troveremo .'-;... , 



.Xdx'"^ Ddx — o ^ Tdx'^ ec • 



e quindi Ttzfé'^ "^ .Xdx , Tzufdxfe "".Xdx , 
T^'=;.fdxfdxfe .Xdx; e perciò il secondo termine déirinte* 



D' ALGEBRA P. IH. i83 



^rale sarà eguale ai tre seguenti -^ ^ — t 

m 



oe fdxfe .X dx g^e fdxfdxfe .Xdx ., 

m! 

€ÌX^.-^X 



m ni 



«imi] mente sì troverà essere =f — i^ — ~ — — 

m 

a!Xr. r, r^élx 



o'e^^f4xfe^^.X dx B'^e^^ fdxfdxfe .X dx q^^^^^^^^ 



m tìi 



a' 
e 



tuo i valori ài m^ m! ^ eà w!\ ed i tre primi termitti -dell' in- 
tegrale trascurati gì' infinitamente piccoli saranno 

('/ ' > ^ L_\ 

/tfir/c .A^a?{-^( r-4- -1 — )-»- "T"»' Td( 7-*- -7 — 1> 

•^ •' ^Mtf-o </-»/ dz R\o-g^ «'-«/^ 

ove i termini infiniti si elidono , e tutto si riduce alla forma 
j ,< 4^>-p>g /« .Xdx^yd.^ .e fdxfe .Xdx 

-f--ge fdxfdxfe .Xdx. Sé adunque T equazione jfc:o ha 

tre radici a^ , a" , a'" eguali , in luogo dei primi tre termini 
deir integrale dovremo porre i seguenti : 



•a'x 



-^^rfa.-=^ .e" Tè- *.;!:rf«.^ Ì2^-^-*" T*^/* " ^^^^^ 



i — 35-—^ fdxfdxfe .Xdx^ facendo ìffsza\ Si vede a1)ba- 



stanza il metodo da tenersi, quando l'equazione P=olia un più. 
gran numero di radici eguali • 

Sé due radici a\ a!^ saranno immaginarie , avranno respet- 
ti vanlente la forma «-t-^l/— i , a-*"^!/— i ; anche la quantità ,m 
gara della forma. M-¥'N\/*^t 9 e la quantità w! della forma 
ìd^ì^^^i . Quindi i due primi termini dell'integrale saranno 



j«4 .i\ .E LE MEI? TI 

^1^ ^ J^-rr-! '■^^' Per evitare le quantità 

immaginarie, invece di g*r*F — ppnghiamo il »uo valore 
co8.|?j;±^— isen.^x, e fatta l'evoluzione de' termini e la loro 
riduzione troveremo la quantità 

^e''%Msen.?a>^!,Ncos.Mf^^^^XJxBeu.^x, la quale nel 

caso presente si dovrà porre in luogo de' due primi termini 
dell'integrale. Di quest'equazioni lineari con i coefficienti co- 
stanti hanno i primi insegnato a trovar l'integrale i Signori Eu^ 
lev e rf* Alembert * 

147. 

Il Sig. Eider ha ancora pienamente risoluto il caso> in cni 
i coefficienti dell'equazione generale A, B, C y ec. sono respet- 

A^ JB' C 

tivamente della forma r , r— , - — — r- , ec. , essendo 

A\ B\ C\ ec. quantità costanti . Per dedurre la risoluzione di 
questo caso dalle nostre formule, si osservi che l'equazione (a) 
diventa 

,7Z— I P yi— a P j P 



d^^. ^ d. 



(ix dx dx {p^^ì 

- È facile il vedere , che si può soddisfare a questa equazione fa- 

cendo jP^(/?-4-^a7) , posta r costante , ed r sarà data dall'equa- 
zione 
iV"— M'y(r— /2-4-i)HP.L'y«(r— nH-i)(r--n-4-a)--X'5r»(r--/i^i)(r— 
-4-/'j'*(r— nH-i)(r--/i-f.a)(r-— »H-3)(r--/i-f.4)"--ec-==:o, * ^ 

ove iV', M\ IJ , ec. sono » coefficienti della proposta presi in* 
ordine inverso incominciando dall'ultimo. Se—/ è una radice 
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di. quella, equazione» ay verno 1* integrai della propósta così 
espresso : 

essendo 



Z"=zLV/ir'y(r'H-n— 3)-Hry«(r.'-wi--4)(/.w*-3)-Hìc. 

Ma siccome l'equazione in r è del grado n , avrà n radici » le 
quali essendo --/» -— ^"y — /", ec. ci daranno ciascuna un'inte- 
grale simfle a quello già trovato (c)« Ora eliminando €la4]ueati 

integrali Et , ^ , Hi di 

71—3 ^\»-4j«.. ^-.'»— ' 



avremo l' integrale finito della proposta così espresso : 

(/H^or) "" Jlp^xy^ .Xdx (P'^xf "*" *Ap^^) 'Xd x 

ni ni 

■*" \ :— ^^ — J^f *"*^' 

essendo m ^, ni , m" , ec. quantità costanti . Per determinarle 
aostituiamo questo valore dì y nella equazione (e) , ed avremo 



-(j!>-Hyi) /(p-^^y .Xdx\D1 
-ec. • 

^(/M-yx) /{p-hgx) .Xdx . 

To/n. //. 24 
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^iqcome queata equ^zidn^ dev' esaere ìdfentica , avremo ' * \ 

m=ftf'VL"y(rV/i.i)-*-/f"y«(r'-H;i.2)(r'^nM)-i-/''y»(/-4./i.3)(r'^^ 
e sostituendo i valori di ili"", L", ec: 

-♦-/' y » (r Vw- 3)(r Vji-a) (r'-+-^ i ) 
Questa quantità non è che il differenziale di 
T^WM'q{r'^r^\)^L'q^{r'^rirVL){T''^Hfi^\)^^^ 

-^Fq ♦ (r'-4-7i-4)(/-+-/i-3)(r'-i-/i— a)(r'-wi- 1 )H-ec. 
preso per rapporto ad / e diviso per qdr\ lì valore di m si ma- 
terà in quei di m! 9 ni\ ec, , se cangeremo r' respettivamente in 
r'', r'", ce. Quindi se ponghiamo 
P=:iV'-4- Af 'y (»-f-/i— I \^TJq « (z-H/^-a) (e-*-/i- 1 )-HÌiC'y » (45-4-n- 3) («-»w»-a}(»-Hi' 1 ) 
-HÌ'5r*(5w-«-4)(«'+-»-3)(«-+-n-a)(5r-4-.)T-i)H-ec. , 

avremo 1»=-^- facendo «=r', i»'= — r- facendo crrr", m"=-^ 

* facendo s&zt'", ce, ove r', r", /", ec. «ono le radici dell' equa- 
zione. Psro. 

j48. • 

Passiamo a eonsiderar T equazioni lineari tra un più gran 
numero ^i variabili. Sia data l'equazione 

dx dx dx 



^Ai^-^-Bi^—Jt-t^i^ \..:^Mi^^mz = 



■m l ' 



4tx aX' ax m ■ 

~" » » j /*— r j 71— a rfx 

-i-ec. . ' ' 

tra le variabili :p, y, 2, m, ec. Per integrarla si moltiplichi pel 
fattore Pdx, essendo P funzionie ài x, ed i politi tjriterj d- inte- 
grabilità ci daranno V equazioni . ^ ^ 
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dx dx dx • 



T^ ** * 



Aoeiò la propósta AvàfÀttìà vti In-tegralfe,. ifomriefaè clie un me- 
desimo valore di- P 9oddièfaccià b. tutte quest'equazioni. Trova- 
to un vstoaredi P che abbia i:],ueBte proprietà, l^iiitegrale della 
pfomtia aTfà la Fatma! ,./*.; 






r t 



n^i , /2-*»a . 1*4*3 • rf^ 



» ^ 



ux • aJT. .1 », 

-i-ec. 
ove sarà 

B'=BP^^:^ Bi'zzBiP^^^^ 

dx dx % " 

c'^cp^éi^^^J^ Cx'=c,p-M££^£!_fiif 

dx dx^ dx-- , '. dx» 

eò^ ce. 

Se conosceremo due valori di P, che soddisfacciano all'equa- 
zioni (^)l at^remi) uit'altik) intégrale , e ({liindi felimini^ndo il dif- '' 

feraozialfe .piil aUe n i i m-^ /con che vetrài itsààtiré^aiMìhe il dif- 

ferea^iftle del mèdesim'^otdine' d^elle altre variabili» otterremo 
r integrale (della proposta di dufeì ordini inferiore. £. codi in se- 
guito potrealo tacite vK>ke integrar la proposta, quanti diversi 
calori di P conosceremo, i quali soddisfacciano a tutte 1* equa- 
zioni ^(a). 

S eirideote dalle cose precedenti, chela ricerca dell'inte- 
grale dell'equazioni {a) dipende dall'integrale dell'equazioni 
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, n - 71—1 , n— a dx 

ux ax ax 



doa^ dx dx 

nelle quali si cangia la. proposta., se yi si pone X^ro, e si consi- 
dera separatamente ciascuna delle variabili ; Ma prima di cerca- 
re l'integrale di quest'equazioni, o dell'equazioni (a), iarà bene 
osservare s^ la prqpoaf a ^ integrabUe; i^p|/Qhèii »seVion lo fosse» 
8areÌ3be opera perduta là ricerca dpi valoiii di P.* Per veder ciò 
SI elim'ini la quanti(:à .^ dair^quazìo.ni ;(i|)«(e,si'atrtà>ii(iia o pia 
equazioni ttà i coefficienti , le quali se sarai;if)(K Idflntìohe la pro- 
posta sarà integrabile; altrimenti non lo sarà.. Si potranno an- 
che trovare le condizioni necessarie perchè la proposta ammetta 
un'integrale di un'ordine inferiore di due cr più unità; per la 
qual cosa rimandiamo a ciò che abbiamo d^tto sui crit^rj d'inte- 
grabilità. . . , . . ' . . _ _ ._ 

Se V Coefficienti Ay B^ eo.. Ai y Si ,.ec. saranno costanti, 
la proposta ammetterà un'integrale dell'ordine ti— i , se Inequa- 
zioni 

Az " -.5*"-VCz ""* ±iV=o 



■ , ... ^'' ee* - • " - ' ■ 

avranno un fattore comune di primo grado; e se qi^esto fattore 

sarà az-'b , il valore d^^ moltiplicatore P sarà e^ . Sé le mede- 
sime equazioni avranno comune un fattore di secondo grado , la 
proposta. si fQtr^ integrar d^e volt^ ,,e. cosi in seguitò. La' pro- 
posta non ammetterà un'integrale finito, che nel caso, che 
quell'equazioni abbiano tutte I0. radici rrespettivamente eguali. 
Tutto ciò si comprende; da quello , che abbiamo detto di sópra 
parlando dell' equazioni della stessa forma tra due sole variabili. 

'49- 
Siano adesso proposte le due equazioni tra tre variabili 
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d z n d z r^.o 



2 



. dx dx dx 

^a: dx ax 

Moltiplichiamola prima per Pdx, e la seconda per FJx, ore 
P e P^ sono funzioni di x^ e supponendo che la somma di que- 
sti prodotti sia una differenziale esatta , avremo per i soliti crite- 
rj d* interazione 

dx dx -^ ax zso, 

i^.AiP ^ ^\BiP^^^^.CiP . -fciVip 

, n , ii-*-a . n— a 

ax aj? ax ^^^ 

dx dx ax 

Trovati i valori di P e di P', che soddisfacciano alle precedenti 
equazioni, avremo rinterrale seguente: 
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,n— I .n— 2 .ra — 3 

rfx"-^ rfo."-^ rf^ir"-^ 



f^'z oéT-^'z' .. dT-^ 



z 



^A i P - ^ -f#»- '-H^i T ^^» 

. /i— f f /I—a* . j /i— o ' «^ 

jn—i jn—i ■■ - jW— 3 



.^m-i ^^«^» ^^«n-J 
,rf^"'« ^orf""** ...«f^^* 



••'•'» 



-4-^*«y 



ax ax ux 

ere sa:tà . ; 

' dx dx^ aa; «a?* 

eo. * . ec»~ - 

^ ^ rf JSaP' <#».JaP' o„^*« à,BSP' ■ ÌMSP' 
yiizrC^P'- --2;^-^+ -~- y3=C3F ^j-^-^j- 

■ 

©c. ec. » 

Suppo^ft^ xC^m, sarà Vz il supéfò delle quantità jr,^ i 

-^ -^ '• — -^ nella equazione • 




potremo trovare il valore hnitp di y eqù^.. ^^. -^_ 

iita che il numero dei valori di jP e quello dei valori 3i 'P' jia 
2/1— j ; poiché r eliminazione ci condurrà allora ad una equazio- 
ne del prim' ordine tra J e ;r- , o pure tra z e j-> 'l* quale sap- 

(tx (tx 

piamo integrare . 

Osservando adesso che i valori di P e di P sono i medesimi 
quando X ed X^ sono eguali a zero^ se saranno dati 2/2—1 valo- 
ri di y, ed altrettanti di 2^^ i quali soddisfacciano alle proposte 



J 
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nel caso di XzzX'zz:Oy potremo come «opra (i45) dalla equazio- 
ne (A) ricavare i valori di P e di P' , Quindi il teorema del Big. 
de la Grange si estende anohe al caso di due equazioni tra tre 
variabili 9 le quali si sapranno perciò integrare, se l'integrale se 
ne conoscerà allorché A ed ^' sono eguali a zero . 

Senza proseguire piii oltre queste ricerche , dall'andamenti) 
del metodo , che è sempre uniforme , vediamo chiaramente , che 
questo teorema ha sempre luogo nella integrazione dell'equazio- 
ni lineari y qualunque sia il numero delle variabili, se il nume- 
ro dell'equazioni è di quello minore dì una unità. Se poi il nu- 
mero dell' ciquazioni sarà di più di una unità minore del numero 
delle varial^ilìy si avranno in tal caso dell'equazioni di condi- 
zione, le quali dovranno aver luògo, perchè l' integraaix^ne sia 
possibile • 

i5o. 

Del resto, allorché son date più equazioni, si possono con 
l'eliminazione ridurre'ad una sola. Per mostrare come si debba 
eseguire questa eliminaziéne , prendiamo per esempio Tequazio* 
ni tra tre variabili 

dx^ dx '^ dx^ dx 

dx^ dx "^ dx^ dx 

Eliminando j-; avremo una equazione , che differenziata sarà 
della forma 

Ora col mezzo di questa equazione e di un^ delle precedenti eli- 
miniamo di nuovo -r — , e l' equazione , che ne risulta, differe]>> 
zìata prènderà la forma 

dx^ dx* dx^ dx '^ dx^ dx 

Adesso eliminiamo da queste quattro equazioni 2 • 7- > ;j — con*- 

siderandole come tre diverse incogtute, e ne risnlterà.una equa* 
zione tra JT ed y della forma v . . 



iga E L E M ENTI 

Facilcnetite apparisce , come il metodo estender si possa ad equa- 
zioni di un'ordine più elevato. 

Se nel numero precedente supponghiamo i coefficienti A ^ 
B^ec.f Ai ^ Bt^ eo. ^ A2t^ Bsl , ec. , Ai , B& , ec. tutti costanti 
ed X:zzX'z:zOf l'esposto metodo di eliminazione ci condurrà ad 
una equazione in ^r,^ la quale aTfà i coefficienti costanti ^ ed il 
secondo memJ>ro zso . Quindi per ciò che abbiamo insegnato di 
sopra (i4^) potremo soddisfare a questa equazione ponendo» 

yzize ^» ed /n costante. Posto eiò nelle due equazioni proposte 

facciamo yzze , e ap=;j5 tU, e quelle divise per e prendje-* 
ranno la forma 

, da jd^u 

dx -' dx^ 

a'-fi'a-HcS — HTr— •-Hec.zro ^ 
ax ax* 

ove a^ a\b^h\ ec. sono quantità costanti . Ora è chiaro » che a 

quest'equazioni possiamo soddisfare ponendo u costante « In tal 

caso dalla prima equazione avremo «czi^-r-, e sostituendo que- 
sto valore nella seconda ne otterremo ab-^^Vz^o , donde ricave- 
remo il valore di m, e quindi avremo il valore corrispondente 
di y y e di 2 y e. perciò l' integrale delle proposte composto di tan- 
ti integrali particolari , quanti saranno i valori di m. L'istesso 
metodo può applicarsi ad un numero qualunque di equazioni^ 
come per dilucidarlo mostreremo nel seguente esempio.. 
Si debbano integrare le tre equazioni 
d^jr ^dr -o ^d^z ^dz .^ d^u ^ du 

^^y L^àr 1 ^d^z dz - d^u da' ^^ 

^d^y djr Q^ d^z dz ^ d^u ^d» « 

dx^ dx ^ dx^ dx dx^ dx 

Facciamo yzze , ztloJ'^^ ^ it^^^^T^ ^ essendo a e ^ quantità 

costanti, e le proposte diventeranno 

Am^—ì 8/7^4-58 -4-<*{3/i»»-«-3/»— 48)-f 5(/»*— 3/»-i-a)=:o 
m«H-43OT— a54-»(a3f»* ^m-a5o)H-if(/»*-4-i7/»- 36)=:o 
3>w*-hii/»— ia8-a(ia/»'-a/»-i3o)-^(/n*-jL3/»-i-i8)=:o» 
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Dalle due prime equasfioni otterremo i valori di a e di ^ , cioè 
(m^-4-43w-a54)(''»" -3/ii-f-a)-(awi^- i8m-4-58)(OT*-4-i^77»-36) 

i,_-(a/7ia-i8/w-t..'58)(23;w»-w-a5o)-(/»»-H43w-a54)(3m*-f-3/»-48) 

(3/»*-H3/w-48)(//i*-t-i7/7»-36)-4-(23/n*-w-a5o)(w>-3m-Ha) 
e sostituendo questi valori nella terza avremo 

1»*— 7/w^-f-7i»*-4-'3Si»«— 56w^ — a8m-4-48=<^ • 
Le radici di questa equazione sono i, 2, 3 , 4» "^i» "^^^ ì ^A' 
lori corrispondenti di a si troveranno i, i, 2, — i , 2, 3, e 
quei dì ^ i, 2, i, — i, 3, 2, Quindi i valori completi di y , 
ss, ed u saranno i seguenti: 

GAP I T O L O VII. 

Delle soluzioni particolari dell'equazioni differenziali. 

xJibbiauH) già osservato^ che l'equazioni differenziali ammetto- 
no alcune soluzioni particolari , le quali non sono comprése 

neir integrale completo . Così l' equazione dyn: "^ 7 

ha per integrale completo yrra-«-l/(ar»-»-ya-*m»), o sia 
a"— fltfy— a?*'-4-7«*rio , e per soluzione particolare a7*-4-y*— «»^:=;o, 
la quale non è compresa nell'integrale completo, perchè questo 
in quella non si cangia , qualunque valore si dia alla costante a • 
Questo paradosso è stato, per la prima volta osservato dal Sig. 
Eulery il quale ha date alcuide tegole per conoecere, se una da- 
ta relazione cheBoddisfò ad una equazione diffisrenziale, ne è 
un integrale particolare , una soluzione particolare , senza che 
sia noto r integrale completo . Queste regole sono state poi rese 
alquanto più generali dai Sigg. d* Alembert^ e di Cmdorcet, 
iìnchè il Sìg. de la Place hù, insegnato a trovar direttamente 
Tom. IL 25 
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latte le solazioni particolari dì una data equazione differenzia- 
le. In seguito il Sig. de la Grange ne ha data una teoria nuora 
e completa , dedotta dai principj del Calcolo Integrale , dalla 
quale apparisce , che le soluzioni particolari , invece di essere 
una eccezione alla regola generale, ne sono anzi una conse- 
guenza immediata: e questa teoria noi andremo adesso espo^ 
nendo. 

Sia data l'equazione differenziale del prim' ordine Z=o, la 
quale abbia per integrale completo V equazione Vrzo tra le va- 
riabili rr, y, ed una costante arbitraria a. Se dal differenziare 
l'equazione^ F==o ne nasce dyzipdoo^ si otterrà, com'è noto, la 
proposta i^rro, se si eliminerà a dalle due equazioni Vzzg ^ e 
dyrzpdx. abbiamo nel differenziare l'equazione V^o supposta 
a costante; ma anche posta a variabile l'equazione Vzzo soddi- ' 
sfarebbe alla proposta, purché l'equazione dyzzpdx fosse* in 
questo caso la medesima di prima . Ora supposta a variabile ab- 
oiamo dy:zpdx'¥^da\ A^^Xix\^^ acciò questa equazione si riduca 

a dyrzpdx^ convien che sia j=z(^j=:o. Se l'eijuazione (~-j=o 

ci dà uno o più valori di a per x e per y , sostituendo questi va- 
lori in luogo di a nell'equazione Fi=:o avremo altrettante solu- 
zioni particolari della proposta , le quali non saranno comprese 
nell'integrale completo, perchè in questo a è sempre costante. 
Al differenziale dell'equazione Vi^o si può anche dar. la 
forma dx!::zPdy-¥^da^ e col medesimo discorso si vedrà, che 

per avere le soluzioni particolari convien fare Qnl-plsro, e so- 
stituir poi il valore di a ricavato da questa equazione nell'inte- 
grale completo. Quindi dato l'integrale completo di una equa- 
zione differenziale del prim' ordine, se na ricavi il valore di 

(àt) ® ^* (t")* ® poste queste quantità eguali a zero si avrà 

^no o più valori di a per a? ed y, ì quali sostituiti nell'integra- 
le completo ci daranno altrettante soluzioni particolari dalla 
proposta. Può succedere, che uno dei fattori della equazione 

Inr-j=:o , (^j=o non contenga che a e le costanti dell' eqùa^ 

zione differenziale; in tal caso, siccome a è costante, non avre- 
mo una soluzione particolare, ma un integrale particolare com^ 
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preso nell'integrale completo. Se quest'equazioni non contenes- 
sero a, ma solo rr ed j, allora convien vedere se dal paragone di 
esse coir integrale completo il valore di a risulta costante o va- 
riabile; nel primo caso quell'equazioni saranno integrali parti- 
colari , nel secondo soluzioni particolari . Che se il valore di a si 

trovasse =— , ciò sarebbe un segno , che quell' equazioni sono 

fattori dell' integrale indipendenti dalla costante a^e stranieri 
air equazione differenziale • 

Sì abbia per esempio l'equazione precedente 

rfyr: ^ "^^ ^ — , della quale l'integrale completo è 

a^i-^aaj— :r3-4-m^=:o; da questo ricaveremo 
(-^)=^^^ , (-r^Jzz^^:. quindi facendo l'una e l'altra di que- 
ste quantità =0 otterremo azry ^ e sostituito questo valore di a 
neir integrale completo, esso diventerà a?*-Hy^— m^^ro, e que- 
sta sarà la soluzione particolare della proposta. 

Se si cerca la curva, in ciascun punto delK quale un pun- 
to lucido produca la medesima illuminazione =1, si giungerà 

«alla equazione dzrz— , ove u è ir raggio vettore preso dal 

punto lucido, e z h l'angolo che fa il raggio vettore con una 
retta data, la quale passa pel punto lucido. L'integrale di que- 
sta equazione è z^^=:sen.(2js-f-d) ; ma qualunque valore #i dia al- 
la costante a, non ne vien mai l' equazione u^zzi del circolo, il 
quale soddisfa al problema : converrà dunque che il cerchio sia 
una 'soljizione particolare dell' equazione proposta . Per accertar- 
cene prendiamo, dall'integrale i valori di ("pì^r " — ^ '9 e di 

-7^l=r ; la seconda di queste quantità posta eguale a zero 

non ci dà niènte, ma la prima ci dà cos.(2z-H^i)=:o. Combinan- 
do questa equazione coli' integrale troveremo u^:z:i , che è l'equa- 
zione del cìrcolo , che cercavamo . 

Prendiamo a rintracciare le soluzioni particolari dell'equa- 
zione ~ = ^J^ , ove X^zA^Bx^Cx^^^x^'^Ex'^ , 
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F=r^M-Sy-^-G'j*-H2>y*-f-JSJy*> 1* integrale della quale abbiamo 

trovato (i3g) essere \/X''^/Yzzlx'--^\/(a^V), ove 

■ jjr Air 

VzzD{x^y)^E{x^^ . Se ponghiamo -5^:;=^' , 5^=^' 

/é£W^^y=:F, dedurremo dall'integrale completo 

(él\^ (j:-y)l/^ Facendo (^\=o 

\da)- xy{a^ r)-[ r (^— y)-a(a^ niK^ ' ^^^ ' 

e (-j^Jrro troveremo in primo luogo x^-yzzoi n» siccome ia 
questa equazione non è comprerai la quantità a , si- dodaea 

dalT integrale completo il valore di ccz!K^ — IÌkl£-L--F, e poi- 

(a?— y)* 

che r equazione :r*-yrro rende ^» infinita , essa non è una solu- 
zione particolare , ma un integrale particolare compreso nel 

eompleèo. Le quantità f^V ^ (^) diveggono nulle a^clue po- 
ste lz30, o ^rro, purché non sia net medesimo tempo: I^^^o, 
o ^'=0. Quindi le sedazioni particolari dell'equazione propo- 
sta saranno tutte comprese nelle fotme axziu^ o 3C=e/, ove u rap- 
presenta una qualunque delle ra£ci disuguali dell'equazione 

Trorveremo le medesime soluzioni per l'equazione 
, I ^^o, di cui r integrale completo è 

p/Jf--|/'ìr=:(4:--^)^(<i-f-F). Di pia avremo a>-^ysrc, ma sicco- 
me questa equazione rende a=i!£ — ^k_.'L. — -F=:— , essaci 

dev'esser rigettata come estranea all'equazione differenssiale . 
Infatti X— y è un fattore dell'integrale completo ,. come facil- 
mente si vedcy. ae l'integrale si pone sotto la forma 

—r=T — 7':{F=(^-^)|/(^*-*-'n> ^ qiwosto &ttore posto =0 non sod- 
disfa all' equazione differenziale • 
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Dato pertanto l'integrale completo dì una equazione diiFe« 
fenziale del prim' ordine^ si potranno sempre ttovare tutte le so- 
luzioni particolari dell^ medesima. Vediamo adesso come le me- 
desìmje spi uziopi. rintracciar si possono anche quando l'integra* 
le coQipleto non si conosce. Per riescire in questa nuova ricer- 
ca conviene riflettere ad un carattere, il quale distingue gl'in- 
tegcajì particolari dallo soluzioni particolari. Qualunque inte- 
grale particolare dedotto dair ijitegrale completo soddisfa sem- 
pre all'equazione difFerenzrale, di qualunque ordine ella sia . 
Ma ,SQ dall' integrale completo si deduce una soluzione particola- 
re, essa soddisfarà sempre all'equazione diiFerenzìale , se questa 
è del prim' ordine» ma se fosse di un'ordine superiore, non vi 
soddisfarà che nel caso, che abbiano luogo alcune condizioni . 
Per ritrovarle ponghiamo che sia f^o una equazione finita tra 
sOf ed y ed una costante a^ la quale differeneiata nell'ipotesi di 
a v^rìabUe'ci d^ dyzzpdx'^aa . Differenziamo p supponendo 
JorcQst^Qte» e i^9k,o pdac-^da in luc^odi^y sia dp'^zp^dx^hq'da^ 
e coai pure nella medesima maniera sia dp^'zzp'^ dx-^^^ da , 
dp^^'Z^^^^dX'Jhq^'da^ e cosi in seguito. Poatociè, eliminando a 
dalle due equazioni F==o, e dyzzpdx avremo l'equazione Zzzo 
del prim' ordine; combinando le tre equazioni F=o, dyrszpdx^ 
d^y:izp^dx^ , in modo che sparisca a, formetemo l'equaaione del 
second' ordine Z'rro; l'equazione del terz'ordine 2":=ò otterre- 
mo, se per eliminare a ci serviremo delle quattro equazioni 
F=:o, dyzipdx yd^yzzip^d^^ • d^yzzp^^dx^ ; e cosi in seguito per 
gli ordini superiori. Allorché a è costante, Vzzlo soddisfarà a 
tutte quest'equazioni Z=io, Z'=i:o,Z"=:o, ec. all'infinito. Ma 
se a è variabile, l'equazione .Vrzo non può soddisfare a ZzzOy 
se non è y=ro; non può soddisfare a Z'=:o, se non è y=o, e 
y'rrp, acciò le due equazioni dynpdx^ihqda^ dp'rzp'dx^^-q^da ai 
riducano a rfyrzprfa?, e rfp=g?'rf^, come nel caso di, à costante» 
Similmente l'equazione f^o npn soddisferà a Z"ii:o, se non è 
insieme g^o, y'iro, q"zzOy e cosi in seguito. 3i osservi che 

dizioni si ridicono a (g)=o, (•^)=o, (^fe)=o : «" 



f 

198 ELEMENTI 

invece di sapporre y funzione dì a? e di a , avessimo posta x fun- 
zione di y e di a , avremmo allora ottenute le condizioni 

(5^)=° ' (1^)=° ' (^H ' "'• ^'''°^' .** "° '^''° p™' 

blema ci ha condotti ad una equazione differenziale del prim^or-^ 
dine , le soluzioni ricavate dall' integrale completo mediante 

l'equazioni (^Irso, o (j^j^o soddisfanno sicuramente al pro- 
blema: ma se l'equazione differenziale sarà del second' ordine^ le 
soluzioni particolari dedotte dall' equazioni (^ì=o, o (-j-jno 
non soddisfaranno al problema, se non saranno tali^ che renda- 

Se in qualche caso avessero luogo requazioni (;r")==o, 

(à^Y\ t d^y \ /dx\ fd^x\ } dix \ 

|ualunque or( 
integrale pari 

facile il vedere 9 che là quantità (-^1 non conterrà x, ma sofà- 
mente a e costanti : 'in|)itti ponendo ^-4-0 in luogo dì x^ e chia- 
mando l-J-j ciò che diventa la quantità t-j-ì dopo questa sosti- 
tuzione y abbiamo pel teorema di Taylor 

Ora supponghiamo che l'equazione l-pj=o ci dia a'rzF{x) ; e 
l'equazione Ij-j =0 ci darà a=:F(ar-4-o) . Ma per ipotesi insieme 

'''"^ (I) •^*°»*'*'°r(^) ' (^1^) ' «^- all'infinito, e per- 
ciò anche l-j^ ; quindi sarà jF(iF-f-o)=F(a?), cioè F{x) costante. 
Essendo adunque costante il valore di a, allorché le quantità 
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l-~j , ( J ì , eo. airìofinito svaniscono, avremo in tal caso 

un integrale particolare , e non potremo avere una soluzione 

particolare , che quando alcuna delle quantità ("j-j-l > ( . J\ ) , 

ec. non è eguale a zero . 

Da questa osservazione si ricava il modo di trovar tutte le 
soluzioni particolari di una proposta equazione differenziale del 
prim' ordine, quando non si conosce il di lei integrale comple- 
to. Sia data l'equazione differenziale Z=ro, di cui l'integrale 
completo sia Vzi:o , essendo V una funzione di rr , di j , e della 
eostante arbitraria a . Siccome l' equazione 2/=o è indipendente 

da Uf sarà (-j-ìno, o si riguardi y come funzione dì x e dì a , 

X come funzione di j e di a, queste funzioni essendo date 
dalV equazione Vi^o. Ora supponendo che l'equazione Zzzo sia 
privn di quantità trascendenti ed irrazionali o fratte, se pon- 

ghiamo essere dZzzAd-^^Bdy'^Cdx ^ saranno le quantità A^ 
B y e C funzioni dì x^y^ ^ T" Rig^^'^^^^^^^ y come funzio- 
ne di rr e di a avremo (-s-jzr^t d ì'^^xli* e siccome dev'es- 
sere (^)=o , avremo -^i .j» / )**^(t")^^ ' ^^ ^^^ ^^^^ delle 

soluzioni particolari dev^ essere (~-j:=o, ed essendo B senza de- 
nominatore non può in questo caso diventare infinita, dunque 
l'equazione precedente si riduce ad Al ^ - ^ \so , la quale ci dà 

Azze, quando f , J ì non è zero insieme con (j-h Se Cj^j e 

1 J j svaniscono nel medesimo tempo, l'equazione 

^f _Z.L4.^f ^W sarà identica , e differenziando nell'ipotesi 
di ar ed y variabili, ed a costante avremo 



\ 
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allorché (^j e f ^ J \ sono insieme nulle . Quindi avremo 

AizOf se non svanirà ancora ( j"^j") > ^^ '® anche questa quan- 
tità fosse zero difFerenzieremo di nuovo l'equazione 

zione AI ^ ' )=:o, la quale ci darà A:^o , se (j-j-j-) non sva- 
nisce. Si vede adunque che avremo necessariamente Arzo ^ se 
tutte le qaaQtità (g) , (^) , (^'^) , ec. all'infinito non 

svaniranno, e quindi avremo, per ciò che abbiamo dimostrato 
di sopra , A^zo nel caso delle soluzioni particolari . Ripigliamo 

Y equAZìone dZzz Ad ■^'■^Bdy-¥'Cdx^iOy la quale a motivo di 



Irto ci dà Bdy-^Cdxzzo y e questa equazione dovrà cotobinare 
coir altra u^=o , allorché col mezzo della proposta sarà elinùna- 

dy 
ta ^. Ma poiché supponendo dx costante abbiamo 

d^y_ Sdy-^dx - , „ i • - ^- i • 

_.— — . _ ^ nel caso delle soluzioni particolari avremo 

•j-j=: — • Abbiamo supposta y funzione di x ed a; ma poteva- 
mo egualmente supporre x funzione di y ed a, ed allora a- 
vremmo trovato nel caso delle soluzioni . particolari 

2";=-- , prendendo dy costante. Il primo caso comprende le so- 
luzioni particolari ricavate dall* equazione (^)=o , il ^eèondo 

quelle che si deducono dairequaziortel (-=-)rro. 

Ripigliamo gli esempj precedenti, ed in primo luogo sia da- 

ta l'equazione dmpz — ^ ^"'"y J , Avremo 

yi/ix^-f-y^^m^) 

dy X • j. 

-7-= -— ___. e quindi 

dx i/{x2^^%^^2^^y ^ ^ 
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y'~'»'~^gH-(x|-ory(x'-Hy»-m«) 

ilz; -_^ , e siccome que- 

sta quantità dev' essere =— , avremo le due equazioni 

[|/(a?a-i-j^— w»)-^]".|/(j7*-f-y«— /»»)=:o . 
La seconda ci dà o ^^(a?"-Hy"— /»")— ^y:=:o,o |/(a?»-4-j*— w»)=oj 
se facciamo |/'(a:*-Hy"— /»*)— y=o, la prima, diventa — /»*=::o , 
che. non ci dà niente affatto; ma se ponghiamo 

|/(a:»-Hy* — m^)^zo, là prima diventa y» — ^ffi"— apj ~rso, e poi» 

che la proposta ci dà nel. medesimo caso ^rz— — , la prima e- 

quazione si accorda con la seconda a darci per soluzione parti- 
colare l'equazione x*-i-y*— /»*:=o. Se alla proposta diamo la 

forma — zz^lA — "^ ^* — ÌHI ^ differenziando avremo 
dy X 

d^x ^y-(y*-'»")5;-^tó-^V(^*-^'-"'«") 

:=z j — ^ ' — ~* , e ponendo 

dy^ a?»|/(a?»-+-j*— /»») 

questa quantità =— otterremo le due equazioni 

dsc dx 

a7^l/(a7*-Hya— 7»*)=o . 
Se per soddisfare alla seconda facciamo :r=:o , la prima diventa 

dx 

rà [^^^(y*— w*)— y*H-i»*]2~=:ò, e siccome in questo caso è 

-7-=r — 9 il valore a:==o non soddìsia alla prima equazione. Ma 

te ponghiamo j/(x24-y^— /»*)=:o, ambedue l'equazioni si accor- 
deranno a darci per soluzione particolare a:»-4-j*— w^rro. 

Consideriamo in secondo luogo l'equazione dz\/'{i'U*)^zudu, 

dalla quale ricaveremo — ^= —. e quindi le due 

^ dz^ , uV('-^') ^ 

Tom. IL a6 
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equazioni (n-w*Wrio^ tó»|/(i*-M*)=o . La seconda fn dà o 



dz 
uzzOy o u*zzi ; presa x^^o non è soddisfatta la prima ^ ma preso 

u^zizi sussiat* anche la prima, perchè —zzkLl :=». Quin* 



dz 



u 



di le soluzioni particolari saranno U*i£i, cu*=:— i, la seconda 
delle quali si tralascierà, perchè è immaginaria. L* equazione 

i^ = ^ ndh ci dà alcuna soluzione; dunque l'unica, che am- 
4u^ o , * . 

metta la proposta , é i^»s:i < 

Sia data in terzo luogo F equazione _-p=:---Z., ove siano 

X ed Fdue moltìnomj di ar e di y, e supponghiamo primiera- 
mente che X ed F non abbiano che fattori semplici , cioè che 
quando -Yzro , o Y'zso , non sia X'rao , o Y^zzo . -Dalla equazio- 

ne proposta si deduce — •^"" i 9 ^ q^iindi le due 

equazioni Xy/XYzzo , ed A^F^-XTrsc, cioè 



Yx/XY^X^Y-no. La prima ci dà a -Yrro, che no& soddisfa 
nlla seconda, perchè per ipotesi X^ non è =0; o lz=o che sod- 
disfa anche alla seconda « Quindi i fattori semplici c^ Y posti 
=0 sono altrettante soluzioni particolari della proposta. Se X 
ed X^ fossero r=c b«1 medesimo tempo, cioè se-JÈ* avesse un fat- 
tore moltìplice , questo sparirebbe mediante la divisione dal nu- 

d^Y 
meratore « dal denominatore del valore di — ^ ^ e quindi non 

sarebbe adattato a darci delle «oluzio«ii parlicolàri. Nello stesso 
modo r equazione t — in— ^'indicherà , che tutti i fattori sem- 
plici di X posti =ao sono altrettante soluzioni particolari della 
proposta. 

i53* 

rfr 
Ripigliamo l'equazione dXizAd—^Bdy'^Cdarzio , e sup- 
ponghiamo che Edy^-i^dx sia nullo da se medesimo. In tal ca- 
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so . perchè 9Ìa <7-^ = — . basterà che sìa A:zx>9 e la soluzione 

dy 
particolare si troverà eliminata ^dtfirequafisioqi Zr^c, ed A:^o* 

Ma si potrà allora ottener facilmente anche Tintclgrale eomple* 
to \ poiché nel gbao di un tale integrale non essendo Asso ayre** 

mo d'j-'nOy e y-=:a, e sostituendo questo valore di ^ nell' e- 

quazione Z=so , otterremo fina eqaa»'oiie finita tra d7 » y , e la 04^ 
stante a, che ne sarà l'integrale completo. Sia data per esempio 

F equazione y«—i-i-airy~--4-(a:*— 1)5^=0; differenziando avre- 
mq^l (^•— ')x"— *y p^=o> « P®^ l'integrale completo rf.-^rro, 
cioè -j-zuay sostituito il qual valore di -j- nella proposta IVinte- 



grale completo «ara y^<*-i-— 2aay«w»^(ar'«-i)=30, cioè ^ 
3r««>a;r=q/'(i-4^*). Per trovar la soluzione particolare facciamo 

(a?«— i)-j?-— cpy:=o , e sostituendo il valore di — nella proposta 

avremo la bramata soluzione j?*-^>-^]=o.' 

In tutte r equazioni di questa forma avremo é/.-p=o, e 

quindi ^=::^, ed y=:arr-i-i , e questo sarà l'integrale completo 

della {MToposta . Ma questo integrale non dovendo comprendere 
ohe una sola costante arbitraria a, per determinar b sostituiamo 
il valore di y nella proposta, ed otterremo una equazione tra a 
e b , dalla quale potremo esprìmere b per a. Quindi per tn>- 
vare la fórma generale di quest'equazioni ponghiamo bzs^^a^ 

dy 

dx 

stituendo i valori dì <]k e di^ nella equazione yzzax'^ ne rica- 
veremo y?»?^ -H^* j^ ' In&tti differenziando avremo 

c= far-f^'. ^ìrf.^ , ove per (jJ'lz indichiamo la quantità -^^». 

e quindi. rf.2j=:o,o a?-*-?^'.^=::o. La prima equazione ci dàs 



uY 

denotando <p una funzione qualunque , ed avremo -t"^^ » e so-^ 
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^ir^» , e sostituito questo valore nella proposta ci dà j=a^-H^.a, 

e questo è l' integrale completo . Eliminando dalla proposta ^ 

per mezzo della seconda equazione avremo una soluzione parti- 
colare, la quale apparterrà sempre ad una curva , mentre Tinte- 
graie completo esprime una retta. Il Sig. Clairaut il primo ave- 
va osservato questo paradosso di varie equazioni , che s'integra- 
no per mezzo della differenziazione, e che appartengono nel me- 
desimo tempo' ad una retta e ad una curva. Ma la vera teoria di 
quest'equazioni si deve al Sig. de la Grange , il quale ha mostra- 
to che lungi dal formare un paradosso, essa era una conseguen- 
za della dottrina delle soluzioni particolari. 

i54. 

Passiamo a cercare le soluzioni particolari dell' equazioni 
differenziali del second' ordine . Sia data adunque l'equazione 
del second' ordine Z=o, ed il di lei integrale finito Vzzo, ove 
V. conterrà' due costanti arbitrarie a e &. Se riguardiamo b co- 
me funj^ìone di a, ed F'in conseguenza come funzione di^, j, 
ed a , dalle cose precedenti apparisce , che l' equazione Vizzo 
soddisfarà alla proposta anche nel caso di a variabile , purché 

abbfan luogo l' equazioni (g) h- (g)£=o , 

\ d à l'^y d dh ìlF^^^^ nelle prime delle quali si considera y 

come funzione di « ed a, e nelle seconde x come funzione di y 
«d a. Ora l'equazione Vzzo differenziata nell'ipotesi di a varia- 
bile ci dà dyszpdX'^L^da^ V'^)^* » ^^® ®^ riduce a dyzzpdx 

motivo di (t")"*" (■^Ìt"=<5 • Quindi avremo le quattro equaziò- 
. T7 ^y t^y\ (dy\dh /d»jr\ ( d^y\dh 

„, r-0, 5--/>=o , ^^j.4. (5j-)5^=o , (^ H- (-5^)3^=0 , 

per mezzo delle quali se elimineremo a, i, e -j-, otterremo una 
etjuazione differenziale del prim'ordine, che sarà una soluzione 



a 
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particolare della proposta. Al differenziale dell'equazione F=ro 

possiamo anche dar la forma dxzzPdy-^' (t")^^"*"!"^!)^^^ ®^ *^' 
lora dedurremo la soluzione particolare dalla eliminazione di a^ 
i , e -7- mediante le quattro equazioni Vzzo , -j- -Piro , 

da) '^Kàh) da'^^ ' ^ \ dyda) "*" V dydh)da ~^ * 

Sia data per esempio l'equazione del second'ordine 

dv so^ d^ V /dv d^ y\ ^ d^Y a • 

y— T-r-H r^=l-f-— ^T-^l -ht^ , di cui T integrale finito 

completo è yzz- i-6a7-4-aa-i-i* . Da questo integrale si deduce 

, '\, ìzziy e sostituiti questi valori le quattro equazioni di ven* 

tuc^ dY sc^ dh 

teranno y=: nJar-i-a »-♦-&■ , -/-zzax'^by — -♦-aa-f-(irH-2Ì)-r-=:o, 



Ah - jfit 

^-♦-^=0, dalle quali eliminando o, 4, e ^ otterremo Te- 

quazione yzz . , che è una soluzione 

i6(i-Ha?») 

particolare della proposta . Integrando questa equazione avremo 

una soluzione particolare finita : a quest' oggetto ponghiamo 

quella equazione sotto la ferma 

-^-— — i-(8a:»-Hi6a?)-~— ap*— i6j(i-4-a?")=:o , ed estraendo la radi- 
ce quadrata avremo ^^H-«*-4-aar=[/'(iH-a:»)(/'(i6y-4-4^*-4-x*) e 

quindi i$±£f^f±f^==rfV(^-^^") . «d integrando 

|/(i6yH-4^2-Hx*)==ir|/(i-Ha?*)H-log.[a:H^/'(i-Kr»)^ È da os- 
servarsi che questa soluzione particolare è trascendente, mentre 
r integrale completo .è algebraico . Se facciamo variare la costan- 
te e, ponendo I-jAzz^lA — V'^^ ^::::o , avremo la soluzio» 

ne particolare i6j-H4^*-*-a:*=:o dell* equazione 
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I^^^^8a?»-Hi6ar)^— ^*— i6j(i-*-a?*)=o, perchè il valore di e* 

8Ì troverà eguale ad una funzione di x. Ma non ne segue, che- 
i6j*4-4^^-4<r^=zo «ia una soluzione particolare della proposta: 
acciò lo fosse, bisognerebbe ehe ne risultasse m;o il valore della 

iy 

■ V - T J= ., — M , . Ma posto in luogo di -^ 

dxdcf 8|/<i6j^4a?*-KC*) rfa? 

il suo valore questa quantità diventa ( , , js:^ 1 , la. 

quale non è resa nulla dair equazione i6j<-i-4^'''*-^^^==^- Dun- 
que questa equazione non è ujna soluzione particolare della pro- 
posta . 

Suppenghìamo adesso, che non sia dato l'integrale comple-^ 
to finito dell'equazione del seco nd' ordine Zzzo, ma un integra- 
le primo completo V^z:po contenente una costante arbitraria a •. 
È chiaro che Tequa^cioiie 2e:=:o nasce, allorché si elimina^ dal- 
le due ^uaajoiii f^nso, e dVzzOy o sia dS^zg^'^irr. Ma se sup- 

pongbiamo a variabile., in modo che il differenziale dell'equa- 

dir 
zione )^=SQ ci dia à-^zrp^dx'-^dck , il resultato dellia elimina- 
zione aaràU^nftediesimO'f purehò aia f'=:Y^-^\=o. Quindi tro- 
veremo ÌJSk soluzione partieolare combinando V equazione 
l -^-j* j=o eoa r^iltra F^s;o.F)Eendiamo per esempio t'equazio>> 
ne precedente, dì cui uu ìotegrale primo è 

E"*^(^"'^*^) ■*"**» ^® dedurremo 



'^'^X 



a ax \fix f 

d^r \ \dx ì a , 

4^/^ W ^^ ' • ponendo questa quantità =s 

ayremo azz — — 2. ,il qual valore di a. sostituito nell* integra^ 



N 
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le primo recedente ci darà y— '■ , che è * 

'^ "^ • i6(i^a?«) 

la soluzione particolare trovata di sopra. Al medesimo resul- 
tato giungeremo prendendo l'altro integrale primo della pro- 
posta . 

Se dall'equazione Zi=o diiFerenziale del second' ordine de- 
duciamo mediante la differenziazione l'equazioni Z^zOy Z"=:o, 
iZ['"=:o, ec. , troveremo come sopra ^ che acciò una soluzione del» 
la equazione Z^no soddisfaccia all'equazione Z'iz.Oy converrà 

che sia VTdr^'^ » ® (t^T*)^^ ' *^^** sKìddiifaccia all' equar 
ziode 2"zio , oltre le prime due equazioni dovrà aver luogo an« 
che r altra / ^-j^ìc=o ; e 'cosk in seguito. Ma se le quantità 

(si^) ' x dx^d ) ' ^^ ^^' infinito fossero tutte nulle» allora 

la soluzione particolare diventerebbe un integrale particolft- 
re (i5si) : quindi nel caso di una soluzione particolare al- 
cuna delle quantità f ^ ì , ec. dovrà non esser nulla . 

Perciò se ponghiamo dZriAd ---^ •^B ^^^^dx^Ddy , trove« 
remo come sopra , che nel caso di una soluzione particolare 
dev'essere j4zzo , e quindi — 2.=^^ . Avremo in tal guisa 

due equas^ni tra se, y, -^ , e -^ , le quali eliminata 

uX HX 

— 1 col mezzo della proposta dovranno ridursi ad una sola, 

quando la proposta ammette una soluzione particolare, e que- 

,sta sola. equazione sarà la soluzione cercata. 

Sia data per esempio l'equazione 

Jd^y^ d^^\ dy d^r dy^ -..^ . , 

xH— — h-r^ jH-aa>~-.-T^-h-r- ==o . Differenziando que$ta e- 
V tfa:^ dx^f dx dx^ dx^ ^ 

é2' V o 
quazione , e ponendo ~- n:— avremo le due equazioni 



> 



ao8 ELEMENTI 

d»Y dy d^y , d^Y* lày d'y ' , 

^•*^^'^**^5^=°' *-'5^*^-5;;r-^%.^=o. le qua- 

li eliminata -j^ col mezzo della proposta si riducono alla sola 

UY OC 

-j- -*-— ==0 , la quale perciò è una soluzione particolare della ^- 

quazione data • 

i55. 

Può succedere che il differenziale di Z sia della forma 

dZzzAd-j^f svanendo gli altri termini: allora la sola equaasione 

jizzo combinata con la proposta ci darà la soluzione particolare. 
In questo caso è Inequazione 'precedente 

dy x^ à^r idy d^y\^ d^y^ . , . ^..^sT • ^ 

y— ^-r--i- — -r^=|-T^— ^T-^ I ■♦■ , , ; poiché ditierenziata ci 
•^ rfjc d dx^ \ax dx^ì dx^ *^ 

Ax i / n, \^^y ày x^\d^y , ,. 

dà (a(x»H.i)^,-2x^--)^=0, e quindi 

a{jp*-4-i)-~2: — a:r-r-— — =0, onde si deduce il valore di 
^ ^dx» dx s^ 

^-j=:_ -. , e sostituito questo valore nella proposta si tro- 
va la soluzione particolare 
i6(i-»-a?'*)y-K.x*—(8a?»-Hi6x)^— 16^=0, come sopra. 

Quando l'equazione Z=:o è tale, che differenziata ci dà 
dZzzAd-^T^zzOfSe ne può facilmente trovare l'integrale com- 
pleto finito . Poiché dovendo in tal caso non essere Aznzo , avre- 
mo d-j^^zzOy e quindi integrando y= h^or-i-c. Ma siccome la 

OX^ SL 

proposta non é che del second' ordine, il di lei integrale non do- 
vrà comprendere che due costanti arbitrarie; onde una delle tre' 
a, b^ e e dipenderà dalle altre. Si sostituisca pertanto il va- 
lore di y nella proposta, e se ne otterrà una equazione tra a y h ^ 
e e, per mezzo della quale una di queste quantità sarà determi- 
nata per le altre due. Sarà dunque in generale c=F.(a , i), ed 
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a motivo di a:=-r^ , fcr-r*— aorrr-r-— a?-r-«^ , avremo 

yizx-T-'^— ^ 'i'FA'— , -T-^— ar-;-^) sarà la forma generale di 
queir equazioni, che s'integrano mediante la differenziazione. 
Il di lei integrale completo sarà yn :i-ij7-*-F.(« , b) ed una 



d^Y 
soluzione particolare si troverà , se si elimina j-^ dalla proposta, 

e dal coefficiente di -r^ del differenziale della proposta, posto 

=o . 

Da quello, che abbiamo detto, è facile ricavare il modo di 
trovare le soluzioni particolari dell' equazioni differenziali di un 
ordine superiore al secondo. Merita di esser veduta una Memo-' 
ria del Sig. de la Grange tra quelle àt\)L Accademia Reale di 
Berlino dell'anno 1774*9 ^^® conferma questa sua teoria dedu- 
cendola dalla Geometria, ed un'altra dell'anno 1779., ove l'ap- 
plica a molte ricerche importanti. Mi resta ^d avvertire, che i 
medesimi principi servono a trovare le soluzioni particolari, 
quando le variabili contenute nell'equazioni sono pia di due. 
Sia Z=:o una equazione differenziale del prim'ordine tra le va- 
riabili :&, /y, e j5, ed Vzio ne sia l'integrale completo, il qua- 
le perciò contenga una costante arbitraria a . Se il differenziale 
di Vzso ci dà dzzzpdx^p^dy, sarà Zno il resultato dell'elimi- 
nazione di a tra Vzzo i e dz:izpdx'¥'p'dy . Se adesso facciamo va- 
riare a , le due equazioni V::zo , e dzz^pdx-^-p^dy saranno le stes- 

-j- J=zo , ed il medesimo perciò sarà il 

•resultato dell'eliminazione di a, QuiAdi le soluzioni particolari 

si ricaveranno dall* equazione (^)=<^» o f-j^ìzrc, o (— J=ro , 

purché ne risulti variabile il valore di a. Sia data per esempio 

r ecruazione dz^, ^"**y T che ha per integrale coni* 

pleto aa«-*-a"=:r«-hj*— /n* : avremo (t-Jz:— , 

Tom. IL 27 
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(è) = ^'© = ^' " P®»** *^"^ quantità =so ci 



daranno tutte os— 2, e quindi la soluaidne particolare 



CAPITOLO Vili. 

Delle equazioni a differenze parziali • 

i56, 

U xia equazione qualunque tra x'^ y , Zy i-jA » {"tA ^^ xshiama 

una equazione a differenze parziali del prim' ordine. Una equa* 

Eione tra » . y . * , (g) . (I) , (^) , {■^) , (|^) si die» 

una equazione a differenze parziali del seoood' ordine; e cosi in 
seguito. L'integrazione di questa sorte d'equasiont presentii difr 
ficoltà molto più considerabili , che quella delFequaztoni di& 
renziali ordinarie ,. delle quali abbiamo finora trattato. E sioco* 
me r integrazione di quèslté ^i rèi^uta ct^mpita, quando è ridotta 
aU'ìntefgrazione di Una:^Mnzióne di una sola variabile, c^osi una 
equazione a differenze parziali si ha per integrata , allorofaè si i 
ridotta alla integrazione di una equazione a differenze ordinarie . 
Abbiamo già vedute alcune di quest* equazioni a differenze par* 
ziali^ quando abbiamo cercate le condizioni d'integrabilità, o il 
moltiplicatore, per cui una data funzione di più varijdnli si 
rende una differenziale esatta . Ma fin d'allora abbiamo avverti- 
to , che il trovar direttamente da ciò il moltiplicatore era piii 
difficile , che integrare la proposta equazione differenziale. Ades- 
so adunque., supponendo data Fintegrazione eli qualunque equa- 
zione differenziale ordinaria tra due variabili, passeremo a ve- 
dere, come si trovi 1* integrale dell'equazioni a differenze par- 
ziali . 

Sia dunque proposta l'equazione (-T-li=P , ove P è una 

funzione qualunque data di ^ -e diy. Se in <piesta supponghia- 
mo y costante avremo l'equazione ordinaria dzzzPdXy la quale 
integrata ci darà zzzfPdx-^^. Ma poiché abbiamo supposta y 



V 
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eoitante, e sarà funsione di y.; onde Tintegrale della proposta 
equazione a diflTerenze par>ziali «ara zzzfPdX'^F.y'f ove F*y rap- 
presenta una funzione qualunque arbitraria di y. Come adun<- 
que l'equazioni a differenze ordinarie del prim' ordine compren- 
dono nel loro integrale una costante arbitraria , cosi V integrale 
dell'equazioni a differenze parziali del prim' ordine deve conte- 
nere una funzione arbitraria, la quale può esser qualunque, ne 
è soggetta ad alcuna legge, e può geometricamente rappresen- 
tarsi per r ordinata di qualunque curva o regolare o irregolare , 
di cui la variabile contenuta nella funzione sia l'ascissa. 

Nella stessa guisa si ridurrà facilmente alla integrazione 
qualunque equazione, nella quale non abbiano luogo, che le 
differenze parziali prese per rapporto ad una sola variabile x. 
Una' tid'equaaione posta y costante diventerà una equazione^ 
dtfferenaiale ordinaria» L'integrale di questa conterrà tante co- 
stanti arbitrarle, quanto è il di lei ordine, e ae in luogo di que- 
ste Gottanti vi porremo altrettante funzioni di y, dìveiiterà l'in- 
tegrale delfa propoeta equazione a differen?;e parziali» Si vede 
adunqae , die V integrale completo di una equazione a differenze 
parziali dell' oiditie n deve contenere n funzioni arbitrarie tra 
loro indipendenti . 

Se fosse proposta P equazione 



^. 






^dy^' dxdy*' ^dx^dy"' ^dx 4y 




rrf" 



,m 



posto ( )=u, essa diventerebbe 

■■ ^/^ 

( dx j 

ed il di lei integrale sarebbe una equazione tra a; , j , ed z^, cioè 

tra Xf y, e ( ■ 1 . Si supponga in questa equazione ^ costan- 

dy 
te , e siccome allora diventa a differenze ordinarie, se ne otter- 
rà con i metodi soliti Fintegrale, il quale sarà l'integrale della 
p<!opo8ta, se 'iti luogo delle nuove costanti vi si pórranno altret* 
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tante funzioni arbitrarie di x.' Sia data per esempio l'cquasione 

di lei integrale è w=:— ^-♦-F.y . RimettendoTi il valore di u 
questo integrale diventa (-7-)= —^-^F.y , il quale di nuovo in- 



>a v3 



tegrato ci darà zzz — ^ — HdyF.j'/hf.x ^ o *8ia {peTchà fdyF.y 

è una funzione arbitraria di y anch'essa) zzz — •; ^F.y^^.x , 

4 

e questo è l'integrale dell* equazione ^J— ( j^^)^^^ • 

Se l'equazione data sarà tra le quattro variabili x^ yy z,eA 
u, e non vi saranno altre differenze parziali di u, che per rap- 
porto ad una sola variabile x, poste le altre variabili y e z co- 
stanti si troverà l'integrale di questa equazione con i metodi or- 
dinar], ma converrà ricordarsi che abbiamo supposte ye sco- 
stanti ; dunque in luogo delle costanti arbitrarie bisognerà porvi 
altrettante funzioni dì y e z. Data per esempio l'equazione 

ar-Hj-Hz— (^j =0, se ponghiamo « ed y costanti avremo 

rftìt=zd=rfic|/^j(a7-f-y-f-i5), ed integrando ii=:dt-s^(«'-f-y-Hi5)»-#-c, e 
quindi V integrale della proposfta sarà 
u=±:ji/{X'^^zy^F.{y,z). 

Così ancora , se fosse data l'equazione 

\ ay dz dxdy dz dx*dy dz ) 



j 



m-^n 



posto ( ; — I— )=r , essa diventerà 

^.|x.y,*.r.(^) , (^) , y^_p =o. 

L' integrale di questa completato con un numero p di fun- 
zioni arbitrarie di j e ;; sarà F.{x , y, «, r)=o, cioè 
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-f . < * » y » > ( —) > =0 , e diventeià 

F A^ 9 y f ^ 9 (-^ I ?=o , se facciamo (n — )=j . Integrando di 
nuovo questa equazione avremo f*{x , y , z , s)rzo , cioè 
/• 1^9 y 9 ^9 ( — )/^^ * ® questo integrale conterrà altre m fun- 
zioni arbitrarie di a? e z. Finalmente l'integrale di questa ulti- 
ma equazione/. < 07 Vj > z » ( )(^^^ conterrà n funzioni arbi« 

( dz^ J 

trarìe di ^ ed y , e sarà l'integrale completo dell'equazione prò* 

posta. Si abbia per esempio l'equazione ^Jg— ( ^ ^ ^ ) ^^^ ^ 
faccio ( , . )=y> e la proposta si cangia in a?y«— ( -p j=:o , l'in- 
tegrale della quale è rz: — =^H-^.(y, z), cioè, rimesso il valore 

(^) = ~^-H»-(y, «) ed integrando 

5=— =r — ^fdy(p'{y9 '^)^F»{x9 z)y cioè, siccome yi/y^.(j, «) A 

4 
una funziona arbitraria di y e z , e gli posso dare la forma gè* 

nerale (p.{y, «) , ^= — ^ — •-^•(j » «)-*-JF'.(a^, z). Rimesso il valore 



di s questa equazion^iventa ( j-)=^^"""7 — H^'(y> z)-4-JF'.(a7, z), 
che integrata mi dà «=— ^^ — ^^dz(p.{y^z)^fdzF.{XyZy^f{x,y)t 
o sia più semplicemente un: — ^^ — *+^?*'(y > *)'4-F.(^,z)-+/.(a;,y), 
e questo è l'integrale dell' equaziólfe xyzzzl , ^ » ) • 
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Nella stessa maniera si potranno integrare l'equazioni del- 
la medesima forma tra an più gran numero di variabili • Àllor-* 
che le variabili dell'equazioni i^ differenze pattali saranno tfe , 
le funzioni arbitrarie contenute nel loro integrale saranno fun- 
zioni di una s6la variàbflè; «e le Variabili delr equazione saràn? 
no quattro 9 le funzioni atbitrarie saranno funsioni di due varia- ^ 
bili; se le variabili saranno cinque, le funzioni arbitrarie saran- 
no funzioni di tre variabili; e così in seguito. 

167. 

Da' quest'equazioni, che facilmente si riducono ad equazio- 
ni differenziali ordinarie , passiamo ad altre , )e quali richiedono 
per ridurvisi ulteriori artifizj. Sia proposta l'equazione 

(^)=^©' ° "* ^=^-P' P***** fc)=5P' * te)=?- Siccome 
dzts;pdàc*Jhfdy j atr^mo 4zzDd,ps>¥d.qy-^xip-^ydq ^ tìoè , poiché 
q è una fìiuzione di p che chiameremo P, 

dP 
dz^^d.px'^.Pyzzr^{x'^F)dp y ove P'zz-j^ . Il primo membro 

dS questa equazione essendo una differenziale esatla, convien 
che sia tale anche il secondo, lo che* non può essere, se a7-f-jP'> 
ed /{x-hyP')dp non sono funìzioùi dì p*, sarà dunque 
z-^x— jPyH--F./?=o, ed x-^P^zzEp. Si osservi che qui ed in 

seguito indicheremo col segno F.p la quantità ' 'f , e cosi pu- 

r-e porremo F\p in luogo di ' ^ , ec. L'integrale pertanto del- 

la proposta sarà compreso in di!i^ equazioni , tìioè nascerà da esse 
iftèdiante l'elimi^iaEtone dij9. Qitesta èliihinas»eae invero non 
può eseguirsi nella sua generalità , ma se «i daranno ad F.p dei 
valori particolari, si potranno eliminata p ottenere degl'integra- 
li particolari contenmti in una sola equazione • 

Si abbia per esempio l'equazione jE7jr=ii; avremo P=:— , e 

quindi l'integrale .«ara espresso dalle due equazioni 

ezzpX'^F-JL'^F.py x-^JLtrzF.p. Per uttenei» un' integrale oar- 
^ p />* ^ r- 

ticolare tacciamo F.pzza , otoè costante , ed avremo 
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5;=rp^-+- 3^— o , j^-^rro , ed eliminando /i, KSia\/xy^^a . 
Sìa data in secondo luogo l'equazione p^-^q^znii avremo 

py — 



zz^P.p . Se ponghiamo F:p^:M , otterremo 



1/(1-/.») 
flC=p^-*-yl/(i— y")— a, a:— — -£!• — =o, e quindi l'integrale 

particolare z=|/(ar*-Hy»)— a. 

Sia proposta finalmente l'equasione qziap'^hf ove a e fr 
8on quantità costanti; avremo Pz^ap^^b^ P^zza^ e 
zzzpX'^{ap'^)y'-'Fp ^ X'¥-ay7:iFp. In questo caso si può elimi- 
nare generalmente la/?; perchè essendo x-^-^y funzione di/7, sa- 
rà viceversa /7 funzione di ^•4-«j, e iBSzp(d?-t-flj)— jF/?-+-fty , cioè 
zziby'¥f.(X'¥^y) . Questo integrale si può ottenere più fapilriien- 
te nel modo seguente; nella equazione dzszpdx'^qdy si ppn^a il 
valore di ^^ e si avrà dz^dyzzpl^dx^ady) ^ ove siccome il primo 
xnembro k una differenziale esatta , dovrà esser tale anche il se- 
condo , cioè ^ovrà esser p funzione di ar-4-ay , e quindi 
Z'^byz^.{x-¥^y) . 

j58. 

Passiamo ad integrar l'equazione /7r=^.( or, q) . Siccome 
qdyznd.qy^^dq , 1* equazione dz^zipdX'^dy diventa 
d(z — qy^'zzpdx^^dq > il secondo membro della quale dev'essere 
una differenziale esatta. Vi si sostituisca il valore di /? in a; e 
q j e s'integri la quantità pdx posta q costante, e sìb fpdx^ziS ; 

BAièi /lpdX'^dq)z:zS^F.q f e ' '^ynl^^'^P .q , e quindi 

z^^yi^-^F^q^ le quali due equazioni formeranno l'integrale 
della proposta . 

Sia per esempio /?:rXf* ove JS* è uhd funzione di x\ avremo 
SzzfXqdxrzrqfXdx , e quindi arrj{y-i-/'Jfrfj?)H-jF^y , 
^^^'fXdxzz.F .q . Per eliminar q si osservi , che siccome 
y-^-fXdx è funzione di q , sarà viceversa q funzione di y^^fXdx^ 
e zzzq{y'hfXdx)'^F.q sarà anch'essa funzione di y^fXdx, cioè 
^^f'iy'^fXdx) sarà 1* integrale della proposta • L'istessò si ottien 
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subito dall'equazione dz:^{XdX'^dy) ^ dalla quale apparisce, 
che q e z devono esser funzioni di y^^fXdx • 

159. 

Sia data l'equazione zzz(p,{p, q): siccome d:cr:pdoS'^dy , 
dz p . dz j ^ p 



/ y^-^^d^J^^-^P'^ 9 ® quindi y— --i-r4;=z5-4-i^.r, ed 



co- 



sare ^y= — — =^37=: — — rrfo?, posto '^ssr , Quindi si ricava 

^ q q q ^ q ^ 

d,{y'^^'i'rx)zz — S^^^xdr^ ove, il primo membro essendo una 
differenziale esatta, dovrà esser tale anche il secondo. Nella 
quantità — ^ si ponga il valor dato di z in p e jr , o sia in ^ 

ed r, e supposta r costante sia /-—zzS; sarà 

^J-Hl'^.r, e queste due equazioni rappresenteranno l'inte- 
grale della proposta • Si potrebbe anche far' uso dell'equazione 
dx^i-2 — 2-Z e posto ^^zSf ed l^^zzR nella ipotesi di $ 
Stante, si troverebbe l'integrale della proposta essere espresso 
dalle due equazioni x^—^sy^nR-^f.s , ed yzizl-j-j-^jT^s . 

Sia per esempio zzzpq , avremo 5= / ^ ^ =yy, e quindi 
a?=y-*-Fr, y=^^rF .r-^F.r . Cosi pure sarà i?= Al^— 

perciò j=: — h/^. — , ed a7=y .y^, — -^._. Per mostrare; che 

queste due soluzioni sono le medesime , si ponga F,rzzrf.— , e sa- 
rà p.r=:f.L — -f.L^ F.T-^F.r=zf-À-, fatte le quali sostitugio- 

Tir fif^ 

ni la prima coppia di equazioni si cangia nella seconda • 
Si abbia in secondo luogo 2=:/»4-^=:^(i-Hr); sarà 

5= / i- — '-2r:(i-f-r)log.y , e quindi a?=:log.y-4-i^.r, 
y=— -nlog.y— ri^.r-nJF'.r, o sia a?=:log. -»-jP.r , 



.> 
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y=:i-i-r-Hlog. — - — '^rF.r^^F.r . Ma la proposta equazione si po- 



/ 



tra integrare più semplicemente così: a motivo di y= 7t ■ p sUb^ 
biamo rfzz:yflfa7-+-(«— y)rfj, cioè — '^dy::z^(dx-^dy)\ onde con- 

verrà che sia — funzione di a:— j , e perciò log,«— ^==25^,(3:— y) , e 

a^c-^(ar— y), poiché se log.«— y è funzione di :r— y, sarà fun- 
zione della medesima quantità anche e ^* '^J-rr^t^ . Per ve^ 
dere, che la prima soluzione combina con questa, si osservi che 
in quella j— log.acri-i-r— Iog.(i'4-r)— rF'.r-j-F'.r , ed 
rr—yzi— i-«r-*i(i^yjF^.rKr> Onde, siccome y—log.^, ed re— y -hO^-é^ARV-. Ì\f^ 
sono funzioni della méclèsima variabile r, sarà una di queste 

quantità funzione dell'altra^ cioè z=:e^.(:r— y) . 

i6o. 

Venghiamo ad integrar T equazione. /7-i-Pj^r=J?r, ove 'P e Z 
sono funzioni di :r e di j. Sostituendo il valore di/? nella equa- 
zione dz^zpdx'^dy avremo dzzzZdx'^{dy — Pdx). Sìa M il 
moltiplicatore y che rende integrabile la quantità dy^^Pdx ^ e 

M fM{dy'^Pdx)^S\ sark dzszZdx'^^dS. Siccome S è una 
funzione data di a? e di j, si potfà esprìmere y "pet x ed S , so- 
stituito il qual valore Z diventi Z\ e dovrà essere Zdx^^-^dS 

una differenziale esatta , perchè eguale a dz . Quindi avremo 
zzzfZdx-^F.S y prendendo S costante nella quantità yZ'rfa: . Se 
è data per esempio V equazione p-^qzz.x^y , sarà P=:y , 

^ii:j;«f^y il moltiplicatore Jlf delia quantità €/j—yJ^ è — » ed 

iSrrlog.y— a? . Avremo perciò y=e . , Z'z=a7-4-e , 

fZdx'n — -i-c , e 'zzt — -ne S'^-4-F. (log . j— a?), 



ovvero 



x^ 



Suppònghiamo adesso , che nella equazione precedente 
p^Pq:=iZ sia P funzione di x ediy,eZ funzione di a?, y , e «* 
Tom. IL nS 



> 



e 



A 



&t8 ELEMENTI 

Sostituendo il valore ài p in dzizpdx-^dy avremo 
dz^Zdx:z:q{dy'^Pdx) ; e se iW è il moltiplieatore, che rende 
dT^Pdx itnft differenziale ««aita, in modo clic sia 
jM{dy^Pdx)^:S y l'equazione precedente diventerà 

dz'-^ZdxzZ'^S . Essendo S una funzione data di x e di y» po- 
tremo esprimere y per a: ed 5, e sostituito questo. valore di y 99 
Z diventa Z\ sarà Z' funzione di a?, ii^s, ed 5. Posta 5 contante 
sia N il moltiplicatore, che rende dz^-^Zidx utia differenziale 
esatta, t^ìei /N{dz^2rdx):szR; sa^rà R mia faraone éi x^ z ed 

S, ed avremo iV(rfz-Z'^x)=(^)eir^j(g)4«rfB-(^J)rf5. 
Sostitueodo questo valore di dzh^^'dx nvlia «ubammo 

dz'^Z^dx^^dS otterremo dR=z\ "T^"*"!"^) V*^» ® *c^*^ V^^" 

sta equazione sussista, converrà che il coefficiente di dS non 
contenga altre variabili che jR -ed 5 , e quindi sarà R funzione 
•di 5, cioè RzzF.S sarà l'integrale della proposta. Dipende per- 
tanto V integrale delf equazione data dalla integrazione delle 
due equazioni dy^^dxzzo , e dz^J^dx^io ; poiché se l'integra- 
le detta pxlma è Sz::;^^ ave a ^ una costante, e quello della se- 
conda, dopo di avervi sostituito il valore i\ y in x ^ ^^ è 
JSnà, oV« i è la costante pottàta dalla integtazìoae , sì otterrà 
l'integrale dcilla proposta, se io R=db si porrà .S in luogo di a , 
e J^.5 in luogo idi J. * 

Sia per esempio Zas.Xz-^Y ^ essendo X ed i^ funzioni sii ^ e 
di y» .c^eè si 4chb^ integrare l'equazione lineare p'^PqzzXz-^Y^ 
cosi chiamata, perchè in es$a 2; e le sue differenze parziali non 
oltrepassano la prima. dimensione. Sia 5=^1' integrale deirequa- 
•zione dy-^Pdxino^ e sostituendo il valore dìy in o^ ed a, o pu- 
' i^e in X fià S (ma rigua^idttvido $ come oo^tanteisuppoiighiaao4GÌie 
le quantità ^ ed^. F diventino -X"' ed Y. Avremo l'equazione 
dz^X'zdx'^TdkfS^^\AicnìVitktpp9At{ii^) è 

z=J^'^'^{}^fe-f^^^.rdx) ; t> quindi 

:e^* {F.S'^'fe^J ^.Y'dx) sarà l'integrale della pi^oata. 

Qiiesti sono i priftcipali arttfizj usati dagl' in^vsntoii di 
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questo calcolo i Sì^. Eider e d' Alembert par iat6grare l'equa** 
ziosi a differènze parziali del prim' ordine. Piissiamo adesso ad 
altri metodi più generali, ed io primo luogo esponghiamo quel- 
lo del Sig. de. ta. Grange ptr ÌRtagc«re l'eqiuaQbOiai a differenza 
parziali del piiin* ordine tra un numero qualunque di variabili, 
nelle quali le differenze parziali son lineari. Sia data in primo 
hxQgo f «q^ULaftOBa 



^(fe^'^H 



ove X, Y^ a K so« funsiiMÀ <H a?, j, e «; L'equanion» 
- (^Va^^^\^y •«rtituitovi il valwe di (^). diventerà 

jy^s— Z^Ó7— (^)(J^^y— l^dp)=o. Per soddisfa?^ a questa equa- 
zione . prendiamo fj-j^is-* — , ed avremo 

m{Xds^-^dar)'^-n{Xdy'^Ydx)asìù • SJana m ed n tali, che il pri* 
smy jnemJ^ro di quetta equaziooft si» una differenziai» esatta 
3E:df4$ ,. e^ Heqtuizioiie Szsm soddis&rà atb- priaposta. Ililiuti diffe* 
senziando «vremo m{Xd8i^Zdx)f¥n{X^iy>^Ydx)z::o^ e quindi 

(SJ^^'^^r^' (^)=""5* ^ sostituiti q^uesti valori la propo- 
sta XI-^Wf(^J=Z' diventerà identica . Per mostrare . come 

si deUDano trovare le quantità m ed » si foemijso le due equa* 
«ioni 

^ ' Xdy^-^YdoBfszOy 
e da. esse se ne potranno dedurre altre due integrahUi, oiascuna 
drfle quali» saia della, forma mf^Kd»^Zd3s'l^n{Xdy*^Ydx)sso ^ 
kifatti elimiviftBdio dall' equeaioni {A) iuMt delle variabili, pet 
esempia y, otterremo una equasdone, obe itf generale sarà del 
second' ordine , tra z eà x^ T integrale della quale conterrà due 
costanti arbitrarie a e b.Sk. sostkuista ^1 valore di dz dedotto da 
questo integrale nella prima dell'equazioni (^), e si avrà un' ai- 
tila equaaùone finita tra «, ar, j , a, e h. Queste due equazioni 
esprimeranno l'int^rale dell' eqdazioiid {A\y e se da esse elimi- 
neremo a o hy giungeremo all' equazioni <Sb:a, ed Rssb. L'è» 
quazione «Ssa (Ufferensiata gì darà S'ds»^"dsc^'"dyes:o , e so* 



i\ 



«»■ 



220 ELEMENTI 

stituendovi il valore di dz preso dalla prÌQi4,deir equazioni [A) 

(S'Z \ 
_--i-5" War-HS"'dy=:o , e siccome deve combina- 
re con la seconda dell'equazioni (A) ^ SiVremo S"zznX , 
^-1-5''=:— «r. Similmente l'equazione S'dz^''div^*^'''dy=o 
sostituitovi il valore di dy preso dall'equazione Xdy^YdxiZG 

5"-4- -rjr-jdxzzzQ , e poiché dev' esser d'ac- 
cordo con l'equazione Xd^'^Zdamo, sarà 5'=wJ¥", 
S'^^^-zz^mZ. Avremo pertanto S'zsmX,, S"'z=nX, 

S"z:::'^mZ^nY , e l'equazione S'dz^''dX"^'"dy=o sarà della 
forma m(Xdz^Zdx)'^n{Xdy'^Ydx)zzio . È adunque possibile di 
dedurre dall'equazioni {A) altre due equazioni finite 5=a, 
Rzzb^ ciascuna delle quali soddisfarà alla proposta. Ma ad essa 
soddisfarà ancora l'equazione Sr*^Rzzg, ove e e g son costan- 
ti ; poiché anche il differenziale di questa sarà della forma 
m(-X'flf«— Z£/a?)-4-»(^rfy— ri/x)=:o. L'equazione «SH-c/tqg* non è 
che un'integrale particolare della proposta; ma se ne potrà ot- 
tenere Tintegrale completo col seguente elegantissimo metodo. 

Facciamo gzzF,c , e V equazione S"¥'cRzzF.c soddisfarà 
sempre alla proposta, anche nella ipotesi di e variabile, purché 
il termine proveniente dalla variazione di e, o sia il coefficien- 
te di de nel differenziale di questa equazione sia zzo . Converrà 
dunque che nel caso di e variabile sia RzzF.c^ e l'integrale 
della proposta sarà espresso dalle due equazioni S-^-^RzzF.c^ ed 
RrzFxy e sarà completo, perchè conterrà la funzione arbitra- 
ria F* Ora essendo R funzione di e, sarà viceversa e funzione 
di i{, e quindi anche Szz^-cR'^F.c sarà funzione di A» cioè 
S^(p,R sarà il cercato integrale completo • Quindi per integrare 

l'equazione ^(;j~)-»-^^)r=^ si formino le due equazioni 

^dzmt»Zdxszo f 

Xdyr^Ydxzso^ 

le quali integrate ci diano i' equazioni. finite 5iz:a, /?=:&, ove a 

e b son le costanti portate dalla integrazione; e sarà Sz3p,R 

l'integrale completo della proposta. ^ 

Seinyece.di sostituire nella equazione . 
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dz=:(-^\dx-\-(-—\dy il- valore di l-p-j vi avessimo posto quello 

^j, in luogo dell' equazioni (A) avremmo ottenute l'equa- 
zioni (B) 

(E) lÌ'-fj=°' 

le quali equivalgono all'equazioni {A). Infatti le seconde son^ 
identiche , e l'equazione Ydz^-^Zdyzzio sì può mettere sotto la 

forma •^(A"rf«-— Zé/a:)«— -=(JCrfy--yi/a7)=ro . Onde niente di più. si 

ottiene d^ questo cangiamento di sostituzione : e questa riflessio- 
ne si applichi anche alle cose sedenti . 

Data per esempio l'equazione ^*( j~)'+'J* (t")^^^** » ^^^" 
miamo le due equazioni a7«rf«— ^««rfapssc, x^dy^^^dxzzo . La 



seconda integrata ci dà ^», onde si ricava r= s— » so- 

^ xy ^ -^ l^ax * 

stituito il qual valore la prima diventa xdz'^ dxi^zo^ e ci 

f 1 

9 X s 

dà per integrale e zrJ , cioè e nJy rimesso y in 

I 

luogo di . Onde « '^^yF/- sarà T integrale della 

proposta. 

Sia data in secondo luogo l'equazione ^(^r'H'^v^^ì^iy • 

avremo 1' equazioni xdz-^dxzzo , xdy'-^zdarrzo . Mediante la 
somma o la sottrazione di esse otterremo l'equazioni 
xdz'^dx'^dy-^idxrzó , xdz^^dx^^xdy'^zdocz^o , l'integrali 

delle quali sono — ^zza^ a:(«— ^)=J; e quindi l'integrale della 

proposta sarà z-f-y=zx JF'.ir(«— y) . 
Passiamo all'equazione 

tra le variahili j?, y, u, e 2, ove siano X,, F, F, e ^ fun- 
zioni delle medesime variabili., Neil' equazione 



iiao. ELBU BNTl 

'^ l^/^'*' xTr^^ \Tr^ sostituiamo il yalore^ di I ^V ri* 
cavato dalla proposta , ed avremo. 

Per soddisfare a questa equazione fuccìanio 

J£dj^Ydx=o 

e da queste mediante l'integrazione ripaTiamo requazioni finite 
iln», 5=:^, 7^/9 e come sopra dimostreremo, che alia propo-*- 
sta soddisfa V eqiiaaioA^ ii-4pa«SH^2!=:c. Pongbiama cz:zF.{a , i)^ 
e l'equazione R'^aS^iT:^F.(0 1 à) soddis£ac4 ^emfMre alia pira*- 
posta, anche nella ipotesi di a e ^variabili, purché la variazio- 
ne dipendente da a e da i sia eguale a zero . Converrà dunque 
che Bì^ Sda^Tdbz^^F.{a ^k)sj.^ aìeeome il secoodo loambsodi 
questa equazione è una differenziale esatta, dovrà esser tale an- 
che il primo, e perciò bisognerà che S a T siano fu&zioni di a e- 
di b, e viceversa che a e b siano funziioni di «$ e di T. Qaindi 
anche Rs^'^stSr^BT^P.{a, b) sarà funzione dì 9 di- T, cioè sa- 
rà R:z(p.{Sy T) l'integrale completo delia psoposta. 
Data per esempio reqc^azione 

^(£)'^^'''^^{^'^'^y^(^^=^ r equazioni 

xdx^Ur^y)dic^o 

Da q[U)este si deducono le tre seguenti combinazioni 

xdz^'xdy'-^dx'^zdxsso 
xdy'''^dui''^^x-^dxz:zxx 

I0 quali integrate ci danno xsb^xyzz»^ xy^^^cucz^^ 9?^-^4c:«)(x.S) 
e perciò l'integrale completo della proposta è 
z-^y-^'U'^i^x^ F^ixz-^xy f xj'^xu) * 

Continuando il medesimo discoeso vedremo io. geaerala» 
che data l'equazione 
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?[tialtiDqtie sia il numero delle vaTÌabili Zy x , y, u, t, te, -sn 
ormeremo T equazioni 

Xdy^Ydxzrzo 
Xdu^ Vdxzio 
Xdt^Tdxrz^o 
ec. 
e mediante l'integrazione di e98e otterremo T'eqnazioni finite 
P±=a, P^, F'r=:v, P^'r:», ec. atra Pi=fl>.(P', P", jP", ec.y 
r integrale completo dell' equazione proposta . La dimostrazione» 
che dà di questo metodo il Sig. d't laOfùnge, è diversa dalla 
nostra; noi abbiamo scelta questa, quantunque meno diretta» 
perchè ha più analogìa 'c6n le cose seguenti • 

Per dare un'esempio generale» prendiamo ad integrar l'e- 
quazione 

/dz\ /dz\ fdz\ '/dz\ 

^(s^r^^ ter ^ UrHi^r ^ 

ove 71 è costante. L'equazioni xdz^nzdv:no, JTéfy— ^^^tsro » 

xdii^-'^xi:x> f xdt'^tdxzsCy ec. integrate ci daranno z::r.ax , 
j:z:$x, unyxt tzz9x, ec. Dunque T integrala della proposta sap- 
rà zsrx^F.C^ 9 ^ 9 ^ 9 ^^-j 9 ^^^^ x^rà ^ UDA funzione qualun- 
que omogenea di n dimensioni delle variabili x, y» u, t,ec,, 
come avevamo osservato di sopra. (ii4) 

i6a. 

Dair^quazioni lineari passiamo a quelle ^e non lo sono : 
qualunque equazione a diiSerenze parziali del prim' ordine tra le 
variabili x , y, e z è una equazione finita tra le quantità 
^9 y» si»Pt^ 9» dalla -quale una di queste tiuàìatità» peree^n-- 

Sio j^.9 è determinata per le ^altre. Sarà dunque q una funzione 
ata di Xj y ^ z^ e pi e. hi questione si riduce a trovare » ^ual 
funzione di x.y j.» e x debba esser p^ perchè V eiquazìone 
ds-^pdx'^dyzzo riesca iatcgrabile. Quindi per le condizieni 
d' integrabilità dovrà essere 

E siccome q è una funzione ài x^ y, ^ , p , e p dev'essere una 
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fanziane dì x, j, z; se differeassìando 1* equazione- proposta ab- 
biamo dqzizAdp'^Bdx'^Cdy'^Ddz , sarà 

ne precedente si potrà mettere sotto la forma 

Trovato il valore dip^ cioè l'integrale dell'equazione (a),-avre^ 
mo anche quello di ^, e sostituiti questi l'equazione 
dz-^pdx-^dyzzo o da se stessa o mediante un moltiplicatore si 
potrà integrare, e ci darà l'integrale della proposta equazione a 
differenze parziali. 

Ma l'equazione (a) è lineare per rapporto alle differenze 

parziali (^j , {-£') , (;j^); quindi potremo servirci del metodo 

precedente, e formando le tre equazioni 

Adp^{B-¥'P 0)4x1^0 
(i) Ady-^dxzzo 

Adz^{pA'^)dx:=LO , 
se avremo integrandole tre equazioni finite, ne ricaveremo l' in- 
tegrale completo dèlia equazione (a) , e quindi anche quello del- 
la proposta. Non è però necessario d'integrar completamente 
l'equazione (a), ma basta trovare un valore particolare di /?, il 
quale contenga una costante arbitraria a; poiché siccome con 
questo valore di^ l'equazione é/z—j9^a: — yrfy=:o diventa integra- 
bile , sia M il di lei moltiplicatore, e jM(dz~^pdx^^dy)z=Ny 
ove iV conterrà la costante a, e alla proposta soddisfarà l'equa- 
zione iVrsi. Facciamo a variabile, e bzzF.ay e l'equazione 
N^nF.a soddisfarà alla proposta anche in questa ipotesi , purehè 

jia f-T— ìzrJP.a; e quindi 1* integrale della proposta sarà espres- 

; so dalle due equazioni N:=zF.a , f-r— )=jP.a, cioè nascerà' dal- 

.la elijninazione di a mediante queste due equazioni, e sarà com- 
pleto, perchè conterrà la funzione arbitraria F, 

Per dare alcuni esempj di questo metodo, supponghiamo 
che sia q una funzione dì p e z^ che chiaolieremo P, e sia 
dq—P'dp-hF'dz. Avremo dunque u4=;:F,JB=o, D=zF', e 1'^ 
equazioni (&) diventeranno 
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Fdp^P"pdx=o 

P'dy-^xzoo 

Fdz^{pF'^P)dx=:o. 
Sostituiamo nella prima il valore di dx preso dalla terza » ed 
avremo (pP — P)dp'k'P"pdzzzD . Questa equazione t» le due va- 
riabili p e z integrata ci darà p per z e per una costante a, e 
questo valore particolare di p ci darà il valore completo di z . 
Infatti r equazione dz^pdx^^Pdyzzo divisa per P diventerà 

— ^^ — — (/y=:o, e siccome /7 e P son funzioni ài z, la quantità 
— — — sarà una di£Ferenziale esatta > perchè tale è dy^ Onde se 
■— I ^^ — , l'integrale completo nascerà dalla eliminazione 



(dN\ 
-j-lzrJP'.a. Sia per un 

caso particolare Pz=p^Z , essendo Z funzione di z; l'equazione 

. , > a . 1. ^ dz'^pdx Zdz dx 

tra p e z CI darà j9=:g-, e quindi sarà — -j^ — :=— j-— — , e 

r integrale della proposta sarà rappresentato dalle due equazioni 

Sia in secondo luogo una funzione P dì p eà x eguale ad 
funzione Q di j ed y , avremo -4=r( t— J : l-^j $ 

Bzzl ~\ : (-^ , Dzzo , e la prima dell' equazioni (h) diventerà 

cioè dPzzo^ e P==a. Quindi si ricaverà il valore ài pìn x ed «, 
e siccome P::zQy sarà anche Qzza^ e g sarà data per y ed a. Per- 
tanto l'equazione dz'^pdx^^dyzzo integrata ci darà 
z-^fpdx^fqdyizF .a , e combinando questa con 1' equazione 

— . / (^V^— / \^l^!f^^'^ ^^ /dedurremo l' integrale com- 
pleto della proposta. Se per esempio x^p^zzyq^ , ponendo 



una 



a . a 



x^p^'zzyq^zza^ avremo/?^:— , y=:it:-— , e l'integrale comple- 

to sarà espresso dalle due equazioni z^^og.xqpsLoi/yirF.a', 
Tom. II. ap 
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^log.a:^z2\/yzzF .a . Sarà dunque log.a?=fc2(/y una funzione di 
a, e viceversa a sarà una funzione di ìog.x:iz2\/y; onde an- 
che 2=a(iog.^2;=b2l/^y)-HF.a sarà una tal funzione, cioè 
z=f.{ìog.xzìzs{/y) • 

Sia data in terzo luogo ttkp ^ g , x eà y una equazione ta- 
le , che ^ed j formino insieme in ciascun termine una dimen- 

sione nulla. Facciamo — =3^, e la proposta si cangerà in una 

equazione tra j?» j^ ed u, dalla quale si ricaverà q:=zP, essendo 
P una funzione ài p ed m. Posto dPzzFdp'^P"du sarà A^zzP', 

(•du\ P^'- ' 
— ì=: — , e le due prime equazioni (i) diventeranno 
ptf 

Fdy^Hlxzzo. 

. P'^ 

Paragonando i due valori di dx avremo dp^-^ — ^y=o , cioè 

P^^dx P"du r . , dx xdu ^ 

dp'^ 1 ^=0 , perchè dysi — — — . Da questa equazione 

ptf 
si ricava — dafzsudp-^'P'^du^ e sostituendo questo valore nella 

prima abbiamo udp'¥'Pdp'¥'P*duzzudp'¥JP^:io ^ la quaV equa- 
zione, che è tra/? ed z^, integrata ci darà il valore di^ per u ed 
una costante a . Adesso la quantità dsi^pdx^^dy sostituito il 
valore di dx diventa dz^pydu^{pu^P)dy ^ e siccome 
pdwz::d.pU'^udp:::d.pu-^P , essa sì cangia in 
dZ'^{d.pU'^P)'-^(pu^P)dy , l'integrale della quale è 
Z'^ipu^P). Danque l'integrale della proposta sarà ei ^ 

dalle due equazioni z^xp^-yP^zF.a , e ""•^(^)""y('5~)^^^'^ * 

Sia in quarto luogo y=y XYZ , ove X , T, Z sono fun- 
zioni respettivamente di x, di y, e dì j?. Avrecno 

A=np^^^XrZ,B=p'^rZ^, Dsp'^XY^^, onde la prima 

^ la terza dell' equazioni (b) diventeranno 

nXZdp'^'plZ-^'^pX-T'jdxiso 

ndS'^iji^i)pdxno . 



espresso 
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Se nella prima di quest'equazioni in luogo di ^-^ — dxpon' 

ghiaino il suo valore X dZ ricavato dalla seconda , avremo 

nXZdp^plzdX^-^^XdZ\::zo, cioè ^^^^pÌl.=o, 



ed integrando pX ^ Z '*'*"' =:a. Sarà dunque 



I 



II I 



p=aX "" Z '*""' , qsza^YZ '*""' , e perciò la quantità 



dz^pdcù'^dyz^dZ'-'^iX " Z ^ ^ dx-^a YZ '*'"^ rfy : on- 
de l'integrale completo della proposta sarà espresso dalle due 



equazioni fZ " ' dzr-^X ^ dx-^a ^/YdyzzF.a , 



I 



^/X ""dx-^na* '/Ydy=F.a. 

Si deve al Sig. de la Grange il metodo esposto , per cui una 
equazione qualunque del prim' ordine tra le variabili x, y, e z 
si riduce ad un'altra, nella quale le differenze parziali sono li- 
neari. Si può consultare una Memoria del Sig. le Gendre tra 
quelle deW Accademia delle- Scienze di Parigi dell'anno 1787., 
ove egli percorre con diligenza tutti i casi, nei quali T integra- 
zione può eseguirsi • 

i63. 

• • • ■ 

Ma senza ricorrere all'equazione (a) per ricavarne il valor» 
di p9 basta, per trovar l'integrale completo della proposta, che 
si conosca un valore particolare di ic , il quale contenga tutta 
le variabili della proposta, e due costanti arbitrarie indipenden- 
ti a e i . Perchè differenziando questo valore di z nella suppo- 
sizione di a e ^ variabili avremo dizzpdX'^-qdj'^Mda^Ndb y e 
perchè l'integrale trovato soddisfaccia alla proposta anche in 
questa ipotesi , converrà che sia MdcM^Ndkso • Ora, acciò que- 

N 
sta equazione sussista, bisognerà che sia -^ una funzione di a e 



I . 



aa8 ELEMENTI 

di by e quindi h nna fanzione dì a. Sia dunque IczF.a, e poi- 
ché Mda^Ndh=io j sarà M-i-iVJF'.a=t>. Per mezzo delle due 
equazioni b:=iF.a^ ed M-hNF.azrzo si potrà concepire» che sia- 
xio eliminate a e b dalla relazione data tra x , y^ z, a, e by e si 
avrà l'integrale completo con la funzione arbitraria F. 

Generalmente y data una equazione a differenze parziali del 
prim' ordine tra una funzione 2;, ed un numero qualunque di 
variabili a:, y, u, t, ec, se si conoscerà un valore particolare di 
z , il quale contenga tutte le variabili x, y^ u^ t, ec, e tante co- 
stanti arbitrarie a, b, e, e,ec., quante sono queste variabili, ne 
potremo facilmente dedurre l'integrale completo. Poiché diffe« 
renziando nella supposizione di a, &, e, e, ec. variabili avremo 

'^Mda-^Ndb'^Pdc^Qde'^^^c . 
Facciamo fl=F.(i, e, e, ec), ed il valore di dz diventerà 
dzz:zpdX'k^dy'Hrdu-^dt'¥'ec. 

e questo valore soddisfarà alla proposta , come nel caso Ai a^ b, 
p , eCf costanti^ purché sia 



MSV'^ 



ec. 
Quest'equazioni sono tante di numero, quante sono le quantità 
b,c y€, ec. ; dunque potremo concepire, che per mezzo di esse 
e di a:r:F,{b9 e, e, ec.) si eliminino le quantità a,&, e, ec. ed 
avremo così l'integrale completo con la funzione arbitraria F, 
che ha la dovuta generalità. 

Per fare sparire i termini jMi/a4-iVflfA-4-ec. , invece di sup- 
porre tì=:F.(J, e, e, ec), potevamo far subito iWiz:o, iV=o, 

Pzzo, ec. , cioè ( j-jz=o, (jT-)=o , fT-J=o,ec. Quest'equazio- 
ni ci daranno i valori di a, &, e, ec , e sostituendoli nel valore 
di z avremo una nuova relazione, la quale ancora soddisfarà 
alla proposta equazione. In tal modo non avremo l'integrale 
coilnpleto, perché non conterrà una funzione arbitraria; ma se 
t valori di a,b, c^ec» saranno variabili , avremo una soluzione 
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particolare itllsL proposta non compresa neir integrale compie* 
to, appunto come abbiamo veduto succedere nelVequazioni difr 
ferenziali ordinarie. Si veda sii questo soggetto una Memoria del 
Sig. de la Grafge nella Storia dell'Accademia di Berlino 
deiranno 177 à. 

io4* 

Passiamo a trattare dell'equazioni a differenze parziali del 
decond' ordine. La prima equazione , che si sia presentata ai Geo- 
metri , è la seguente; f j-^ ina* (;r-^)> ove a è costante, la qua- 
le serve ad esprimere il moto di una corda in vibrazione : il Sig. 
d' Alembert ne trovò l' integrale nel modo seguente . Posto 
dz:z:pdx'^dy , djKZzrdX'^dy , edq'zisdX'^dy y quella equazio- 
ne si riduQe a t:iza^r\ e quindi avremo dp^zu^dx-^'Sdy ^ 
dqzzsdX'-^-^^rdy y e perciò €Ldp'¥-dqz:z{ar'^{dX'^ady) . Convierrà 
dunque che sia ar-^s, ed in conseguenza anche ap^-^ una fun- 
zione di x-^ay • E se osserviamo , che a può prendersi tanto po- 
sitivamente, che negativamente , avremo le due equazioni 
q'^-^pzzF .{x-^ay) y e q-^apzzf .{x^^ay) \ onde ottenghiamo 

dzzzpdx-^^dynz — (Ja7r*-flrfj)-P.(:r-w»y)— — {dX'^ady)f .{x'^-^y) , 

ed integrando 2C= — jF.(ir-i-ay)— — /'.(or— ay), o sia più semplif- 

cernente 2=F.(^-i-tfj)-4:/!(a:— oj). 

Il Sig. Euler per integrare la medesima equazione introdu- 
ce in luogo di'^ e di y due nuove variabili a e /? in modo, ch« 
sia azzix-i-by , P'^ix-^cy. Si ha in tal guisa 

(dz\^ ìdz \/da\ (àz\/d£\ fdz\ /dz \ 
dxH \d^}\dxr U^/ w J"" W/^ W/ * 

/dz\ /dz\/da\ /dz\/d8\ Jdz\ /dz\ 

(d^z\/d^z\ /<fag\ //f»z\ 

lori la nostra equazione diventa 



;,So ELEMENTI 

^2za> cjzr-i^a, ed avrassi obzzv^^ciy ^ ^^zis-^Ay^'é T equazione 

(j-jb)=o, Tintegrale della quale è z::zF.cb'^f.? , cioè 

Nel caso di a* negativo r equazione ITTJ-*-^" \J^J~^ 

avrebbe per integrale 2=F.(a?-i-iiy|/'— i)-f/.(^— ayi/— i), il qua- 
le perciò comparirebbe sotto una forma immaginaria • Per ridu ria 

reale si faccia F.(a7-f-ajp/— i)zrjJ.(a?-wtj|/— i)-f- J^ — -; ^— -i 

f.{x^^y[/'^i)=M^-^y]/-^)- '^'^'''y^'' ^ , e 8i avrà 

la quale è sempre reale, e ci dà T integrale completo, perchè 
contiene le due funzioni arbitrarie (fi e "¥ . 

i65. 
Data l'equazione pia generale 

ove A, B, C, Dy Ey e T sono funzioni di x ed y , la quale si chia- 
ma lineare, perchè tanto z che le differenze parziali non v'en- 
trano che linearmente, potremo ridurla ad una forma. pia sem- 
plice f introducendo in essa in luogo di a? ed j due nuove varia- 
bili a e. ^ . Avremo adunque 

(é5\—lél\(éf^ /iz\/^\ (àz\^(dz\fda\ /dz\/d^\ 
/d^z\/d2z\/daY iAllJ\t—\(^^\ 

Kdx^J-^yda^jKdx) ■*"^v"5^/W/w 

/d^z\/d(tY /dz\/d^a\ (dz\£d^f\ 

\dxdxn \da^)\dx)\dyr \dad^)\\dx)\dxr \dx/\dy) \ 
'^\d^^)\dx)\dyr\da)\dxdyr\4^)\dxdx) ' 

(d^zUd^^ /dz\/d^a\ (dz\/d^^\ 
^\dM\dj} '^\da)\dy^r\d§)\dy^l " 
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Sostituiti questi valori reqaasnone propósta prenderà la. forma 

ove sarà 

Posti M e P eguali a zero svaniranno in questa nuova equa- 
zione il primo ed il tersso termine , e l'equazioni M^Oy P=o ci 
daranno i valori dì a e dì ^ per ^ ed j. Supponghiamo che k 
e kf siano le due radici delTequazióne k^-^Ak-^Bzno y e per de* 

terminare « e § avremo Q^), e (|)=A'(|)>. Inte- 

grando quest'equazioni lineari a differenze parziali otterremo in- 
finiti valori di a .e di.^, I|a i quali potremo scegliere i più 
semplici. L'equazione data sarà ridotta pertanto alla foriena più 
semplice 

ove a, hy e , e t sono funzioni di a e di ^. 

166. 

« 

Il Sig. Mùnge Im applicato air equazioni del second'ordi* 
ne il metodo del iSig. de la Grange per quelle del primo. Sia 
proposta l'equazione 

ove siano Ay B ^e C funzioni di ar, y , z, y-j-f » t^) • Ponendo 

(dz\ /dz\ /d^z\ / d«z \ • /d^z\ 
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dpzsrdx'¥^dy y dqzzsdx-^'tdy , e sostituiti i valori dì r e di ^ pre* 
si da quest'equazioni la proposta diventerà 

dpdy'^BdqdX'¥'Cdxdy''^(dy^ -^Adxdy^^Bdx^yzzG . 
Consideriamo le due equazioni 

^ ' dy^^Adxdy-k-Bdx^zzo , 
la seconda delle quali si risolve nelle due dy^^kdxzzo^ 
rfj— fc'^orro, ove k e k' sono le due radici dell'equazione 
k^ — Ak'k'Bzzo. Se nella prima ponghiamo kdx in luogo di dy , 
essa diventerà 

kdp^Bdq^Ckdas^zio . 
Adesso supponghiàmo, che nella equazione 

( I ) m{kdp'^Bdq^Ckdx)'k^n{dy'^kd3^zo 
il primo membro sia una differenziale esatta zzdV\ l'equazione 
)^a soddisfarà alla proposta. Infatti differenziando questa avre- 
mo l'equazione (i) > e quindi, secondo che faremo ^variare o x 
fola y sola, le due seguenti 

- .mikr-^Bs'^Ck) — rikzzQ 
* ■ m{ks'^Bt)'^Ttzzio , 

Da queste si deduce r=r— — -r-^— C> ^=:— 7^- — •H'? > sostituiti i 
^ m k * Bm B^ * _y _ 

quali valori la proposta diventa //^— —.— ij =0 , la quale 

equazione è identica a motivo di k'^-^Ak^B^iO. Se potremo 
trovare altri due valori di ;» e di n , i quali rendano il primo 
membro della equazione (i) una differenziale esatta zzdU, l'e- 
quazione U=z^ soddisfarà nella medesima maniera alla proposta. 
Di più, presa una costante qualunque a, la quantità dV^adÙ 
sarà una differenziale esatta, e sarà della medesima forma del 
primo membro della equazione (i); dunque alla proposta soddi- 
sfarà ancora l'equazione V^aU^c. Ciò è vero se a e e son co- 
stanti; ma anche supponendole variabili, quella equazione sod- 
disfarà sempre, purché la di lei variazione per rapporto ad 
a e e sia eguale a zero. Converrà^dunque che sia in questo ca- 
so UdazizdCy cioè U e e dovranno esser funzioni di a, e vice- 
versa a e e funzioni di f7, e quindi ^^c—aCT" sarà funzione di 
IT, cioè Vz:zF.U . Questa equazione adunque soddisfarà alla 
proposta , e perciò a motivo della funzione arbitraria F ne sarà 
un'integrale primo completo . 



X 
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Se consideriamo l'altro fattore dy-^h^dxzzo^ te potremo ti- 
rare delle simili conseguenze. E chiaro che questo metodo non 
è generale, perchè dipende dalla integrazione dell'equazioni [A)y 
la quale spesso non potrà eseguirsi , giacché esse contengono 
più di tre variabili . Negli esempj seguenti percorreremo i diver* 
si casi y che possono incontrarsi • 

Supponghiamo in primo luogo, che nella equazione 
• r^As'^Bt'^Czio 

le quantità A, B^ e C siano costanti. Delle due equazioni 

dpdy'¥'Bdqdx-^Cdxdyzzo 

dy^^^Adxdy4'Bdx^:r:o 
la seconda si risolverà ne' due fattori dy^kdxzsiO^ dy^V dosano ^ 
se chiamiamo A: e A:' le due radici dell'equazione A:"— -4A:-i-B=:o. 
Quindi avremo integrando y'-^hxtiza^ y— A:'a7:=a', e se prendiamo 
y-^x^My la prima equazione diventerà 

kdp-^-Bdq^CkdxzDO , 
che integrata ci dà kp^Bq^^'Choab ^ e quindi 
kp^Bq-^-CkxzzF .{y^^x) sarà uno dègl' integrali primi della 
proposta, e da questo potrà (i6j) ottenersi l'integrale finito 

»H--^==F.(y— A;a?)-^.^y— ja?ì=i?'.(y— Aa?)-f^^ , perchè 

kk'=B . 

Se prendiamo y^k'xisa' , avremo l'altro integrale primo 
k'p'^Bq'^Ck'x::zf.{y'^k'x) , e da questo similmente potremo de- 
durre l'integrale finito, che troveremo essere l'istesso di prima. 
Oppure sostituendo i valori di j9 e di jr , che sono 

P—^^^- ^-p- , . e y- g— 

nella equazione dzzzpdx'^dy avremo 
Jz=— Cxdx^ ^ j^A kdx'^dy)F \y^kx) 

~ Ar^/A-Ly ) ^^'^^""^y^' (y"^'^) ' ®^ integrando 



Cara 



»=— 



-pj2?'.(y-i^)^pj^Pj/.(3r-A'a;), cioè 



a^ k(h 

-♦-F.(y— ^d7)-f/.(y— A:'a?), come sopra. 



Sia proposta in secondo luogo l'equazione 



Tom. II. . 3o 
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Avremo in questo caso ^=-t -^ , B=~j , C=so , e perciò le due 
equazioni 

dpdy^^qdx=o 

dy^'^—dxdy-'^—dx^ziio . 

Dalla seconda abbiamo {gdy-hpdxyzsdz^zzo^ cioè zsza, e sosti* 

tuito nella prima — ^ — in luogo di rfy , essa diventa 

gdp'^pdqrzo, ed integrata ci àkp:zdfg , e qtàmdi pc:qF.z è uno 
degli integrali primi della proposta. Se all'equazione 

^^^cf^r:o moltiplicata per — aggiungiamo l'equazione se- 

conda qdy^pdx moltiplicata per — avremo 

* 

^i2-£ljEf£t -I- £ — K?y==0, ed integrando T^-i-jcr/'.«, che sarà 
l'altro integrale primo. Dai due integrali trfxvati ^iminando 
-^ otle^reù)0 xF.z^y:^^9 che è l'integrale finito della pro- 
posta . 

Sia data in terzo luogo l'equaisione 

ed avremo le due equazioni . 

dy^'^x^zzQp 
La seconda si risolve nelle due dy^dxzzo^ dy-i^xizDOf e quindi 
y^x:z:a, y-Kr=i. Se prendo y—-a;=a , la prima equazione di- 
venta 

dp-^q-^ —SS— dV=:o , 

e se da questa sottraggo 

— ^(rfy— ^0:)=:— T~iy— ^-i- — 2« ^y ottengo . 

aj^— a^ ^ ' a^y'^a ^ ajK— a aj— a •/ » . o 

{Q,y^a){dpr^q)'M(2^P'^tiq)4y^S^dz=lQ , 

che integrata mi dà (aj*-a)(/'— jr)-H2fi;=c , e quindi 
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ft^ JF.Ì V«"»»:X'Ì 

P'^q-k" ±z-^ • è un'integrale primo tiella proposta. 

Se prèndo l'altra equazione y'^xzzb , la prima diventa 

la quale non può in alcun modo integrard • In questo oaso a- 
dunque non abbiamo, che un solo integrale primo, e la ragione 
dipende dalla forma dell'integrale finito. Per ben comprendere, 
come ciò succeda , si osservi che i due integrali primi ai una da- 
ta equazione a differenze parziali si ricavano dairintegrale fini- 
to, allorché dal valore di z, o da quei dipe q si elimina o Tuna 
o l'altra delle due funzioni arì)itrarie, ed in ciascun caso si ot- 
tiene una equazione finita tra p, g 9 ^9 ^9 y 9 ed una delle fun- 
zioni arbitrarie. Così èssendo 2C=F.(i?H-y)-h/'.(a>— y), ohe è l'in- 
tegrale finito dell'equazione r-»/r=o, abbiamo 
ji==F.(ar-Hy-)-f/'.(a>--r), y=i^.(ar-Hy)-H^.(ar-*-y), e secondo che 
eliminiamo o l'una o l'altra delle due funzioni arbitrarie, otten-* 
ghianio i due integrali primi /;-f^=:aJ?*.(ar-t^),/i--jr=ai/^.(x--y). 
Ma nel caso nostro l' integrale finito .è 

a^ ar 

£r -f- — T- 

' (I) j^^f.b^LJÌ dyF.{2y^b), 

ove è irr^H-y, e l'integt-ale /e dyF,{2^y^l) si deve prende- 
re nella ipotesi di b costante . Ciò posto avremo 
fiy ay Skjr 

V ^y ^y ^y 

ay ajK siy sty 
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Adesso da quest'equazioni (i), {2), e (3) si può eliminare la 
funzione /y e si ottiene T integrale precedente 

p— jr— -7-= » "^ 9 ma non si può in alcun modo eliminare 

l'altra funzione F, e questa è la ragione» peroni la proposta 
non ha che un solo integrale primo . 

Sia data in quarto luogo l'equazione 

r— ^— ^=:o. 

Avremo le due equazioni 

dpdy^^qdx'^ —dxdyzzo , 

la seconda delle quali ci dà o j— j^rtra, o y^^x^. Ma qualun^ 
que si prenda de' due valori di j , o jzzoh-cp, o yzdb^^a , la 
prima equazione, che diventa 

non può in alcun modo integrarsi : dunque la proposta non am- 
mette alcun' integrale primo. Ciò è tanto più singolare, in 
quanto essa ha l'integrale finito 

25=:F.(j-4-a7)-f/.(j— x)— a7[i^.(y-f.ar)—3/'.(j— a:)] . Da esso si dedu- 
ce jEi=:— ar[F'(y-4-a7)-4-/"(j— a?)] , 

5';;=-^[F^(y4-a7)-j^^(J--a7)]-HF.(J-♦-J^)-^^^(J--j^^), ma non,è pos- 
sibile di eliminare V una o V altra funzione arbitraria dai valori 
di i5y j9, e ^. Se però differenziamo questi valori di p e di q 
avremo 

dp=^^x(F'^f')^x(dy^^x)F"''x{dy^Jx)f" 
dq=^^x{F''-f')^-x{dy^MÌx)F"^(dy'^x)f 
^{dy^¥dx)F''^(dy'^x)f' , 
e per mezzo dei valori dìp^dp^ e dq potremo eliminare rima 
o l'altra funzione. Infatti otterremo 

( i) dp^^q^ -f {dy-^dx)=^2x{dy'^x)f" 

(a) dp-^q-^ — (flf j— rfa?)=— aa?( Jj-4-rfa?) F" , 

e perciò gl'integrali primi saranno espressi da due equazioni 
differenziali y le quali però non ammettono integrazione. Si os- 
servi che r equazione (i) non è che la nostra equazione 
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fljp— fl?j— — rfa;=:o, da cui è stata sottratta V equazione dy — dxzzo 

moltiplicata per ^— aa?/^"; e cosi pure l'equazione (a) non è che 

la nostra equazione dp^^q^^—dxirLO ^ con cui è stata sommata 

r equazione dy^^x:ro moltiplicata per — H-aarJP". 

Quantunque le due equazioni ( i) e (a) non siano separata^ 
mente integrabili, pure si può da esse ricavare il valore di 
s, cioè l'integrale finito della proposta* Infatti sommandole 
avremo 



e quindi /?=:—a?(/''-4-i^'). Così pure sottraendo la prima dalla se^ 
conda otterremo 

dq^ ^d'f=zx{dy'-^xY'-x{dy^^x)F" , 

X 

la quale sostituito il valore di p diventa 

dqz:z(f'^F')dy^x{dy^dx)f"'^x{dy^dx)F" , 
cioè dq'Zzd.xf''^.xF'Mdy^dx)f''¥^{dy^HÌx)F' , e perciò 
q^^xf^^xF^'^f'^F . Sostituendo adesso i valori di je? e di f 
nell'equazione dz^:pdx'¥^dy avremo 

dz=x{dy'^x)f"'^x{dy'^x)F'-¥^y{f^F) , 
o sia dz=d.xf'^,xF'*'{dy'^x)f^'^{dy^¥<tx)F ^ e perciò 
a:z:x(f''^F)'4'f'¥'F. Se dunque potremo conoscere i fattori 

S- — a^", e •^-♦-aari^", per i quali si devono respetti vamen te 

moltiplicare l'equazioni dy'^xzzo, e dy^hdxzzo, giungeremo 
all'integrale finito, anche quando la proposta propriamente non 
'imimette integrali primi. 

167. 

Per una maggior generalità in questa ricerca consideriamo 
l'equazione lineare del second' ordine 

ove jÌ, By Cy D^E, e P sono funzioni dì a; e di y. Questa, 
introdotte due altre variabili <jp e ^ in luogo di ;r e di y, co- 
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me abbiamo fatto di sopra (lóS), pqtrà ridursi alla forma più 
semplice 

ove a^ h, e, e T sono funzioni di a e di /?. Se in questa equa- 
zione in luogo di .yssf ^J sostituiamo il di lui valore preso 

dall' equazione dp'rzrda^'^d^ , avremo per determinare uno degl* 
integrali primi della proposta le due equazioni 

^^' darzo. 
Se poi sostituiamo il valore di s preso dall'equazione 
dqzzsdok-¥4d^ y avremo per determinare l'altro integrale primo le 
due equazioni 

(*) d}=o. 
Le riflessioni, ohe faremo sul sistema dell'equazioni (a) potran- 
no applicarsi anche al sistema (b). Ora l'equazione daizzo ci dà 
a costante, e l'altra equazione (a) sostituito in luogo di qd^ il 
di lui valore dz'^pda y o sia dZy perchè dai:sOf diventa 

dp-Hipd§'¥Ìdz''i^zdff'^Td^z:x> , 
la quale si deve integrare nella ipotesi di a costante. I criterj 
d'integrabilità ci avvertono, che questa equazione si potrà inte- 
grare, se sarà c=;ai-4-(^l; ed in tal caso l'integrale di essa sarà 

e' ^ (jf^z)'¥'/e^ V Trf/Jztcost. , e quindi l'integrale primo 

della proposta sarà e^^^^ {p^z)^reJ^^^ Td^tzF.a, dal quale 
potrà facilmente ricavarsi l'integrale finito 



^ ì non ha luogo , la prima dell'e* 
quazioni {a) moltiplicata per e^^ ^ si potrà porre sotto la forma 

Facciamo adesso 

(i) p^zzsai y . 
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e ponendo e— aJ— (^jolra» avremo 

e quindi 

(a) m«-H7^-(^)-««' , 
e difPeienziando questa equazione per rapporto ad « 

Ora se dall'equazioni (i), (a), (3) elimineremo p ^ z^ giungere- 
mo air equazione 

T^zzèT-t-f j-j— f -^ j— . L' equazione trovata è della medesima 
forma della proposta , e perciò se sarà c':=aé'-f-i -^ ì , ayrettio 

Dal valore di z' si dedurrà mediante l'equazione {%) il valore 
di z ^ e questo soddisfarà ad una equazione della forma 

dp'¥-apd^'^d%-¥<:zd§^Td^'^Ndu=o , 
e quindi, per ciò che abbiamo dimostrato di sopra, anche alla 
proposta • • 

Ma se r equazione c'zsaV'^ i'ds) ^^^ ^^ ^^^&^9 facciamo 

e'— oJ — (^l=r/»', e ponendo 

(i') y^V=:z", 

ove j9'=:(-^1 y avremo similmente F equazioni 

ed eliminando da queste tre equazioni ss' e p' giungeremo all'e- 
quazione * 



»4Ó ELEMENTI 






vremo 



r trovato il valore di z" l'equazione (2') ci darà quello dì z', e 
l'equazione (2) il valore di z, cioè l'integrale della proposta. Se 

poi non è c":=uèb"'^l-^j , continueremo il calcolo nella mede- 
sima maniera, e ne dedurremo altri casi d'integrabilità. Appli*, 
cando il medesimo ragionamento al sistema dell'equazioni (b) 
giungeremo a resultati simili; ma senza rifare, il calcolo basta 
cangiare nel precedente a in /? , aìn b, e p ìa g . 

Questo metodo, che è presso a poco quello del Sig. de la 
Place j sembra molto particolare , in quanto non c'insegna ad 
integrar la proposta che in alcuni casi . Ma il Sig. de la Place ha 
dimostrato, che questi casi sono i soli, ne' quali l'equazione 
proposta ammette un'integrale completo in termini finiti. Sa- 
rebbe troppo lungo l'entrare ne'dettaglj di questa dimostrazio- 
ne, che si potrà vedere nelle Memorie deW Accademia delk 
Scienze di Parigi dell'anno 1773. 

Ripigliamo l'equazione considerata dì' sopra • 

Wv Wv Adx}~^' 
cdjntroducendo in luogo di x ed y le variabili ar=j-4-x, j?:r:j— a? 
ridurremo questa equazione alla forma 

ove sarà a=: ^r» fc= n-> c=o, Ti^o; e siccome l'eqat- 

a — p a — p ^ 

zione czzah^hljsì non ha luogo, porremo 



(0 P—I^^^^' 



-2' 
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ed avremo mrr; 3— , e quindi 

ed eliminando j9 e js otterremo l'equazione 

ove &^= ' A , c—j — jTTj-, e perciò la condizione c'zzab'-^l-^ 

ha luogo . Avremo pertanto 

/ifk { r da r d^ 



:« =0 , 



cioè z^-ll^f.^^^f{a^^^^^ 

-ai^'fiH-jA-F.a, e quindi «rr-/.^— ^/.M«-l')^-«-^^-«. 

il quale integrale gombina con l'altro trovato precedentemente. 
Supponghiamo adesso, che nella equazione 

A j B , C 9 D 9 e'd E siano costanti. L'equazioni 

Ot*0 '■©=*'(f ) ('^^) . o^« * « *' «ono costanti, in- 
tegrate ci daranno «=(}). (y-4-i'a?), ^=^.(y-HA:'ar); onde noi potre- 
mo fare a=rj-4-A:a?, ^^y-^k'x. Quindi avremo 

iV=raA:A;'-i--<4(A;-i-A:')-HaJB=4^""-^* » (perchè èssendo k e k' radici 
dell'equazione k^^^Ak-^Ézze abbiamo k-^k'zz^^A^ e kk':rzB) ^ 

QpzCk'^Dy RzzCk^'^D. Onde ponendo ^^=T»~J7 > ^^7« — T"» 

E* rjn m 

'^4B=3^ ' ^-pmi otterremo l'equazione 

ove i coefficienti a^ b^ e e son costanti. Avremo pertanto 
mzzc^^ab^'Vzdb^ c^^zic ^ m:=iC''^by e così pure m!^:zic — oA,ec. , 
e quindi la proposta si potrà integrare nel solo caso di c^ahzzo ; 
Tom. IL 3*1 
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perchè questa equazione di condizione si mantiene la medesi- 
ma , anche quando si cangia a in i , e viceveisa . Nel caso dì 
c^uib l'integrale della proposta sarà 

z=e~*'*{f^'^fe"*'~^[Fa-.fe'^Td^da), o più semplicemente 

:^-^''f4^-^h.a^-*''-^ fe^dmfe'^Td^ . L'equazio- 

ne c:z:ab sostituiti ì valori diventa 

jB(4JB-^»)=sC**A/-hCD(ì-^.A-')-h2>»=C(SC-^jD)^1>« , e,que- 
8to è runico caso 9 in cui la proposta ammetta un'integrale in 
termini finiti . 

Sia data finalmente l'equazione 

ove Azzo , -Bzs— (A^F^g) , C=ro , Ezzo , tCTrro , ed A e ^ costan- 
ti . Dovremo prima (i65) determinare a % ^ dalle àtìk equazio- 

» (èH^-*^)"(|)' * (|)=-(^^ff)"(D .e potremo pren- 
dcre aii:y-4-T7 — ^ » ® /?=r— r: — ^. • Sarà dunque 



ni 



quindi -^= rr 7=-^jrr7w:;z:35^ «* Àr= 



Se pertanto facciamo -r r=«, otterremo l'equazione 

ove a è una^quantità costante. Eliminiamo z , e l—j dalle tre 
equazioni 

\da) a— ^ 



go—a / dz\ a(aa— g) _ / d'z'\ a ìdz'\ a 



■X 



ed avremo l'equazione 
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ove V e e' aon costanti. Continuando il calcolo nella medesima 
forma giungeremo dopo varie operazioni all' equazione 

ove c^' , i''^ , e c^^^ son costanti , e alla seguente 
,_ (M.^*'\ .l'*-U('^-\ >('-)/J'-k c"*",(i^.)_„ 

Ma r equazione (B) nasce dall'equazione (A), se si elimina 



z 



(0 



.(i) 



, e (-Tr") ^alle tJ^* ^nazioni 



\ da) a— ^ 

j(«__jj)a JW»/ «-^' j— V dad§ ra-^K da ) (a-^)«* 

siccome fatta 1' «liminasìone si ottiene l'equazione 

paragonando qoesta forma coli' equazione {B) ^vremo 
a^ '=a^ ' , o^ '=»^ -+-2, c^ 'r=c^ '-t-o^ '-(-i^ ' , La prima 
di quest'equazioni ci avverte , che a"^ è in tutte la medesima ; 
dunque a^ ^r=a. La seconda ci dà A.i^ ^=2» e quindi 
h^ ^=2Ì-HCy ove la costante C si deve determinare in modo, che 
sia b^ *=ui quando irro; dunque Czza , e M ^:r2Ì-4-a . Finalmen- 
te l'equazione c^'*^^'=:c^'^-i-a^^^H-ft^'^ ci darà A.c''* =:ai-t-2a , 
e perciò c^ ^=ri(i— i)-4-a^ii«4-C, ove la costante C si deve prender 
tale, che sia c^ ''=0, quando i:=o; sarà perciò C'rzo, e 
c^ 'sri(f— i)-t-aai. Ora si osservi , che T equazione di condizio- 



' 
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ne, perchè la proposta sia integrabile » è c^ '— ^^ 'b^ '-i-i'^^iiro . 
Quésta sostituiti i valori diventa a*— a— i— i*=o, e ci dà 
a=i-4-i, ed azZ'^i; e quindi la proposta è integrabile tutte le 
volte, che a è un numero intero positivo o negativo. E siccome 

a= -7 , dovrà ne* medesimi casi essere n un numero della 

forma — , qualunque numero intero positivo o negativo 

si prenda per a. 

i68. 
Se fosse proposta l'equazione 

ove A e B son funzioni di/? e di gr, cioè di (-^j e di (^), non 

vi si potrebbe applicare il metodo del Sig, de la Place y il quale 
suppone che A e B siano funzioni di a? e di y. Il Sig. le Gendre 
ha insegnato a ridurre l'equazione proposta ad una tal forma. 
Siccome dzzzpdx^-^dy , sarà ancora dz:i:d,(pX'¥^y)'^xdp^ydq ; 
e perciò, se riguardiamo a? ed y come funzioni di /? e di y , sarà 
^dp-^ydq una differenziale esatta , che faremo -rzdo ; e conosciu- 
ta o avremo ar=r(T-ì, y:^l'-j-\ e fl5=ya;-*-yy— o . Cerchiamo per- 
tanto di ridurre l'equazione data tra le variabili o ^ p , e y , ed 
avremo f ^— j=: f ^l , il qual valore suppone y costante , e per 
conseguenza 

Ma è altresì 

e sostituito in questa equazione il valore di dq preso dall'equa- 
.ione („. . PO.. (Ì|) . (-)-(^)-=„,.«=g.«. 
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rà dunque ( j-^ )= \7i)^^ — ' Similmente si Croverà 



_ dpdq) ìd^z\_ \dp^ì 



I d^z \ \apaq/ ld^z\ \ap^f ^. .. ^. , ., 

(-— 7-l=r— — ^-— ^ , (-T — \zzL ; e sostituiti questi valori la 

\dxdyt ^ \dy^f ni ^ 

proposta diventerà 

cioè sarà una equazione lineare tra le variabili- , jc;, ^y e vi si 
potrà applicare il metodo precedente. 

169. 

Se l'equazioni non saranno lineari per rapporto alle diffe- 
renze parziali del second' ordine 9 non si potrà generalmente, co- 
me neU' equazioni del prim' ordine y ridurre la loro integrazione 
a quella di una equazione lineare. Vi è però un caso, che am- 
mette questa riduzione, l'evoluzione del quale si deve al Sig. le 
Gendre, Supponghiamo che nella equazione data non vi siano 
che le differenze parziali del second' ordine r , j , f , cioè che 
sia r=:F.i( s ^ t) y e che questa equazione differenziata ci dia 
drzzAdS'^Bdt f ove A e B sono funzioni cognite di ^ e ^. Sic->- 
come dp:rzrdx'¥^dy:zui.(rx-^y)'^xdr'^ds ^ e 
dqzrsdx-^tdyz=d.{sX'^ty)^^!Kds^^dt , le quantità xdr'^ds , ed 
xds-^dt dovranno essere differenziali esatte. Consideriaino per- 
tanto X ed y come funzioni di 5 e ^ , e facciamo xds-^dt^uig ; 

avremo a:=(-^l , y^( jt) • L* quantità xdr-^ds sostituito il 
valore di dr diventa (Ax'¥-y)dS'^Bxdt ^ e siccome è una differen- 
ziale esatta, dovrà essere ( ^* )^( d ^ ) ' ^^^"^ ?"^^® ^ 
motivo di 1-7-):= (-7- ) si deduce l'equazione 

^(-7-y+-(-^~ì=:J5f^l . Sostituendo in questa i valori di a; e di 
y avremo 

che è una equazione lineare tra le variabili «^ , 5 , ed « • 
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Conosciuto il valore di o avremo ^"^^^f-jj) > y^l^r) » 

q'rzsx-^'ty^'-o , e pzzrx^^y^{xdr'¥^ds) , ove la quantità sotto 
il segno è integrabile . Sarà ancora z^zpx-¥^y'-^f(xdp'^dq) 

^z:pX'¥^y'^f{rxdx-^^xdy''¥^ydX'¥4ydy)zzpX'¥-qy'^ — sxy^^-^ 

'^'-f(x^dr'^2,xydS'^^dt). La quantità sotto il segno, se vi si 
sostituisce il valore di dr diventa {x^ A'^^xy)dS'¥'{x^ B'k^^)dt ^ 
e se si riflette che (^ = (^ . (è) = @) • «^ 

A (■j")'+"("^)=^^("T')> 8^ troverà che è una differenziale esat- 
ta. Avremo adunque le tre variabili x^ y , e z espresse per j, e 
t f cioè l'integrale della proposta. 

170. 

Questi sono i metodi principali, che sono stati dai Geome- 
tri ritrovati per l'integrazione dell'equazioni a differenze parzia- 
li del primo e del second' ordine • I medesimi si possono applica- 
re all'equazioni di un'ordine superiore, ma perdono molto tanto 
dal lato della generalità che della semplicità . Sopra di che si 
può consultare una Memoria del Sig. le Gendre tra quelle 
delV Accademia delle Scienze di Parigi dell'anno 1787. Due so- 
li casi ammettono una generale evoluzione, qualunque sia l'or- 
dine dell'equazione, con l'esposizione de* quali porremo fine al 
presente Capitolo. 

Sia dunque proposta l' equazione 

ove i coefficienti A, B ..,N sono costanti, e P è funzione di x 
ed y. Ponghiamo 

ove A\ B'...M' sono costanti, ed X urta funzione di a? ed y . 
Differenziando questa equazione prima per rapporto ad x poi 
per rapporto ad y avremo 
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Paragoniamo con la proposta l'equazione (r) — (a).«, m essendo 
costante^ ed avremo 

poi per determinare i coefficienti A', B' , ec. troveremo 

J'- a =:À 
B'—aA'zzB 



—aM'=N. 
Di qui ricaveremo 

A'=a -^A 
B'-=za^'*-Aa-*-B 



e r equazione ^^aM'szN ci darà 

(A) iP^Aa^^^BJ^^....^Ma^N=o, 
e quindi sarà a una radice di questa equazione. 

Per integrare V equazione ( t- )— * ( 7" )=P dobbiamo (161) 

formare le due equazioni 

dX^Pdx 

dy-Hidxzzo , 
e siccome la seconda ci dà j-t-ooTzrcost: , conviene sostituire 
nella prima questo valore di y^ lo che si riduce ad integrar la 
prima supponendo y-i-aa? costante. Sarà dunque X^rfPdx, pur- 
ché questo integrale si prenda nella ipotesi di y-^Hix costante, 
e vi si dovrà aggiungere una funzione arbitraria di y-^ax* 
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Abbiamo adunque determinato F integrale primo della pro- 
posta 

Per passare all'integrale secondo della proposta, o sia all'inte- 
grale primo dell'equazione precedente, facciamo 

ed usando no metodo simile troveremo 

al essendo costante , 

ec. 
e per determinare a' l' equazione 

a' -t-^'a -^B/a .... -n-M^rro . 
Questa equazione ha le medesime radici, che l'equazione {A)y 
eccettuata quella, che abbiamo già contemplata: infatti molti- 
plicandola per a'— a avremo 

-^''*^^-a^'a''^^ .... -aL V-oJtr 
la quale sostituiti i valori di A\ B\ec. diventa affatto simile 
all'equazione (A). Sarà dunque X'zz/XdXj purché si prenda 
questo integrale nella ipotesi di y^^^x costante, ove a' è una ra- 
dice dell'equazione {A) diversa da quella considerata di sopra. 
Quindi sostituendo il valor trovato di X avremo X^^iif^Pdx^ , 
purché si faccia una integrazione nella ipotesi di j-f«aa7 costan- 
te, e l'altra nella ipotesi di j-4-a'x costante. 

Così pure, se chiamiamo X^^ il secondo membro dell'inte- 
gral'e terzo, troveremo X^^'zzfX^dx supponendo costante nella 
integrazione y-t-a"a:, ove a" è un'altra radice dell'equazione 
\A) ; e perciò X^^':zif^ Pdx* supponendo costante nelle tre inte- 
grazioni una volta y-^ax, una volta y-t-a'ar, ed un'altra volta 
y-^a^^x. Proseguendo il mefiPesimo ragionamento vedremo, che 
l'integrale finito della prc^posta sarà 



D* ALGEBRA P. IH. n^g 



purché facciamo nelle integrazioni una dopo l'altra costanti le 
quantità y-na^r, y-^a'x^ y-^^x^ ec. , ove a, a', ec. sono le 4 
radici della equazione {A). A questo integrale però, affinchè sia 
completo 9 converrà aggiungere le n funzioni arbitrarie 



le quali sono portate dalle integrazioni • 

Nel caso che alcune delle radici a^ ci! ^ ec. siano eguali , la 
forma di queste funzioni sarà un poco diversa. Per ritrovarla^ 
sia generalmente Q la differenza tra a ed a', e svolgendo pel 

teorema di Taylor in serie /(y-i-a-H^.a:) , e facendo per più. sem- 
plicità y^^axrzzu , in luogo delle prime due funzioni avremo 

.r d(ù* o^x^ à%(tl «»3:» à^é' 

o sia, ponendo (p.u^^.uzzF.Uy ed o-j-zzF.u , 

„ „ ùx^ dP oar« d^P' 

F.u-^^F.iM- — ^ -T- H 5- -z — -f-ec. 

A du a.d du^ 

Ma quando le due radici a ed a' sono eguali, è orzo; dunque 

in tal caso in luogo delle due pnme funzioni con vien prendere 

le due seguenti JF'(y-f.ax)-i-XjP(r-i-aa?) . 

Essendo a'zza^ sia o la differenza di a ed a'', ed invece del» 



le tre funzioni F(j-t-fl^)-t-a:i^(y-t-aar)-i-(jj"(y-#-a-<-«.a7) avremo , 
ponendo , come sopra , y-^^xinù ' 

^ du A du» a.4 éTm» 

oppure, facendo F,Ur^(p" jfi=f.ùy ^•"-^«^=/'-w>^-^^=/'.w, 

la qual quantità si riduce ai tre primi termini, quando ó±:o*; 
dunque questi termini devono usarsi in luogo delle tre prime 
funzioni, quando le tre radici a, a', al' sono eguali. Facilmente 
apparisce qual forma debba adoprarsi, quando il numero delle 
radici eguali è maggiore . 

Se nel primo membro della equazione precedente ponghia- 

mo zne^ "*^J ^ essendo /? e q costanti, questo primo membro 
Tom. lì. 3a 
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diviso per ^^'^y ci darà la quantità 



p -^Ap g-^Bp q^ ....'^'Nq , 
la quale , essendo omogenea per rapporto a p e ^ , è risolubile 
in fattori della forma /'h-o^ . Più generalmente si potrà sempre 
integrare qualunque equazione lineare con i coefficienti costanti 
nel primo membro , quando la quantità, in cui si cangia questo 

5>rimo membro per la sostituzione zzze^ '^^ sarà risolubile in 
attori di primo grado. Per mostrar ciò consideriamo Tequazione 

ove i coefficienti A^ B...E sono costanti , e P è funzione di x 
e di j, e supponghiamo che la quantità 

p^^Apq^Bq^^^p^Dq^E 
sia risolubile ne' due fattori p^^-^q-^ , p^^q^' . E chiaro che 
la proposta si potrà porre sotto la forma seguente 

(^H(S)**'(eM(3^H(^)-^'(^)] 

Quindi se facciamo 
essa diventerà 

e ci darà (i6i) Xzze * fé Pdx , purché si i^renda questo inte- 
grale nella ipotesi di y— aj? costante , Similmente dalla equazio- 

ne (a) otterremo^ zzse fé Xdx^ supponendo nella integra- 



zione yx^x costante, e questo sarà l'integrale della proposta. 
Facilmente apparisce , che il medesimo metodo può appli- 
carsi all'equazioni degli ordini auperiori al secondo , le quali si 
trovano in simili circostanze , come pure air equazioni tra un 
un più gran numero dì variabili , nelle quali si yerifìcano le 
medesime condizioni. 
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Sia adesso proposta l'equazione di un'ordine qualunque 

ove T è funzione òìx tày^eà A^B^C^ Dytc. sono quantità 
costanti, o funzioni di — .Se chiamianio ^^n^p ,q ^ ec. quelle 

quantità, che son respettivamente moltiplicate pter B,CfD,E,ee, 

(dm\ /dm\ idn\ /d»\ 

W-*^ UH "P=* ter^ ter *'* ' 

gzzzx (^)-+-y y^J^^F 9 ^^' 1° luogo delle variabili x ed y intro- 



duciamo le variabili ftrr— , ed zcrj, ed avremo 
x/dz\ x/dz\ /dz\ /dz\ 

- y V^«3ry jr \dudt /^^ W/^^W'A W/ te; * 

=M* (5^) » S^^^^Ct"!/ * ®^* Sostituendo questi valori^ sicco- 
me non abbiamo cbe le differenza parziali prese per rapporto ad 
u j potremo considerare t come costante, ed avremo l'equazione 
a differenze ordinarie 

T=Az^Bu ^^^u^^^Du • ?^-4-ec, 

la quale sappiamo completamente integrare (14?) • Trovato l'io- 
tegrale, in luogo delle costanti arbitrarie vi porremo, altrettante 

funzioni di ^ o sia di •— , ed avremo cosi l'integrale della prò- 

posta • 
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CAPITOLO J X. 

Di queW equazioni i che non soddisfanno ai criterj 

d* integrabilità . 

juLUorcbè una equazione difTerenziale non soddisfa alle condii 
zioni d'integrAbilità , abbiamo veduto che non esiste una equa- 
zione di un'ordine inferiore, che vi soddisfaccia, e ne sia l'inte- 
grale completo. Non è però vero, che tali equazioni siano in ge- 
nerale assurde ed impossibili , ma sono tali solo nella ipotesi , . 
che tutte le variabili fuorché una siano tra loro indipendenti . 
Ma se supporremo , che tra le variabili esista qualche relazione 
indipendentemente dalla equazione data, vi sarà una equazione' 
di un'ordine inferiore, che combinata con le relazioni supposte 
tra le variabili soddisfarà alla proposta. Data per esempio una 
equazione differenziale tra le tre variabili a?, y, «, se essa sod- 
disfa alle condizioni d'integrabilità, si potrà int^rare nella ipo- 
tesi che le variabili a?, ed j siano tra loro indipendenti , e l'in- 
tegrale riferito alla Geometria esprimerà una superficie curva. 
Se poi i criterj d'integrabilità non sono soddisfatti, la proposta 
non potrà sussistere., allorché le variabili a? ed y si riguardano 
come tra di loro indipendenti , e non rappresenterà alcuna su- 
perficie. Ma se pooghiamo, che le variabili x ed y dipendano 
r una dall'altra, e prendiamo una equazione qualunque tra x 
<ed y, la proposta combinata con questa sarà integrabile, e l'in- 
tegrale vi soddisfarà, se insieme con esso avrà luogo T equazione 
assunta tra x ed y. In questo caso adunque la proposta non rap- 
presenterà una superficie curva, ma una curva di doppia curva- 
tura espressa dalle due equazioni precedenti: e la curva di dop- 
pia curvatura risolverà il problema in questo caso, come nell'al- 
tro lo risolveva la superficie curva. Questa osservazione impor- 
tante* é stata fatta per la prima volta dal Sig. Monge . 

Per mèglio dilucidare questa teoria consideriamo le due 
equazioni 

/ V dz^Mdx-^-Ndyzzo 

^ ' dZ'hPdX'¥'Qdyzzo., 
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ove 1 coefficienti sono funzioni delle tre variabili ^% y, e z. 
Quantunque in ciascuna di quest'equazioni le con4Ì2^oni d'in- 
tegrabilità non siano soddisfatte, pure considerate insieme sono 
reali y e ci danno il valore di is e di y in x. Poiché eliminando 
da esse una delle variabili, per esempio z , avremmo una equazio^ 
ne tra y ed or , che integrata ci dà il valore di y espresso per x , 
é'sostìtuendo questo valore di y in una delle proposte ottenghia- 
mo una equazione tra z tà Xy dalla integrazione della quale, ri- 
èavìamo il valore di z in x. 

Se fosse data una sola dell' equazioni {a) , questa da per se 
non ci darebbe alcuna relazione tra le variabili x^y^ez^ poiché 
due di esse non possono esser tra loro indipendenti a motivo dei 
criterj d* integrabilità non soddisfatti, ma dovrebbe combinarsi 
con un'altra equazione. Questa seconda equazione non essendo 
data, il problema, in cui si cerca l'integrale della prima, sarà 
in certa maniera indeterminato, e potrà prendersi per seconda 
equazione quella, che più ci piacerà. Ma poiché l'oggetto di 
questa seconda equazione é di stabilire col mezzo di essa un rap- 
porto tra due delle variabili, per esempio tra x ed j /potremo 
subito supporre che essa sia in generale jdzF.rp , essendo F.x 
una funzione qualunque arbitraria di ar. Sostituito questo va- 
lore dì y nella proposta, essa diventerà un'equazione tra due 
sole variabili, ed esprimerà tin rapporto. reale tra z eà x: e que* 
sto rapporto tra « ed a? espresso in termini finiti, e combinato 
coir equazione yzr.F,x sarà l'integrale della proposta. L'inte- 
grale pertanto di una equazione tra tre variabili » nella quale le 
condizioni d' integrabilità non sono soddisfatte, è contenuto in 
due equazioni , che devono aver luogo nel medesimo tempo , e 
quest' equazioni contengono una funzione arbitraria. 

Sia data per esempio l'equazione non integrabile da se sola 
dzrzaydx-Jhbdy y ove a e b sono quantità costanti: facciamo 
ynzFx y e sostituendo questo valore avremo 
dzrzadxF .x^dxF\x y ed integrando z'=:aF^'¥ÌF*x . Quindi 
Y integrale della proposta è compreso nelle due equazioni 
z:zuiP.X'^bF.Xy ed . yzzF,x . Infatti sostituendo questo valore 
nella proposta avremo adxF .x-^bdxF^xT^aydx-^idy ^ la qual' 
equazione è identica a motivo di j=jP.a?, e dyz^dxF'.x . Se 
vogliamo trasferire queste cose alla Geometria, e consideriamo 
X i y ^ e z come le tre coordinate di una superficie curva , le 
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due equazioni sssiaF.x^hF.x y ed y:=zF .x esprimeranno due 
curve 9 una situata nel piano delle z ed x 9 l'altra tiel piano del-» 
le X ed j. Queste due curve saranno le proiezioni di una durva 
di doppia curvatura, i punti della quale soddisfaranno a quel 
problema, che ci ha condotti all'equazione proposta, perchè 
questi punti sono determinati dalle due equazioni, che conside- 
rate insieme soddisfanno all'equazione proposta , e ne forman^o 
r integrale. Siccome F.x è arbitraria, infinite saranno le, curve 
di doppia curvatura che soddisfanno; e ciò doveva succedere ifx 
un problema indeterminato, in cui possiamo prendere utia equa- 
zione ad arbitrio, la quale secondochè diversamente si assume , 
divei'so ne deve nascere l'integrale delle due equazioni insieme 
combinate. Tutte però le soluzioni particolari sono comprese 
nelle due equazioni trovate, le quali hanno perciò il carattere 
d'integrale completò . 

II problema dell'equazione precedente potrebbe enunciarsi 
così : trovare una curva di doppia curvatura , in cui sia 

^=:aj-i-i-^. Questa enunciazione ci fa vedere che il problema 
è indeterminato ; poiché una curva di doppia curvatura è deter- 
minata, quando sono dati i rapporti ;7" * ^ "p- ^^a questo pro- 
blema dandodi il primo rapporto per il secondo» lascia questo 
pienamente al nostro arbitrio , e perciò possiamo supporlo qua- 
lunque* Se invece si proponesse di trovare una superficie, in 

cui fosse 'Y'Zizay'k-ò— , questa sola equazione basterebbe allors 

per determinare il problema ; ma T equazione di còncU^tone noa 
soddisfatta ci avverte che una tal isuperficie non^eaiste. 

172. • 

Quantunque posta jziJF*.^, l'equazione differenziale tra tre 
variabili si riduca ad esser tra due sole, e perciò capace d' inte- 
grazione con i metodi ordinar]; pure qnesta iategrasdone sarà 
per Io più assai difficile, e la difficoltà in gra^i parte nascerà 
dalla funzione arbitraria F.x^ che vi si è introdotta. Quindi per 
ottenere l' intégrale in termini finiti converrà ricorrere ad altri 
artifizj . Data T equazione Adz^BdX'¥4)dyzso non integrabile da 
te sola, siccome possiamo prenderne un'altra ad arbitrio , che 
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abbia luogo insieme con lei, prendiamo una equazione qualun<- 
que M'zza^ ove sia M una funzione determinata di a: e di y , ed 
a una costante arbitraria . Per mezzo di questa equazione elimi- 
niamo dalla^proposta una delle variabili « ed il di lei integrale 
sìa allora N^rby essendo h la costante introdotta dalla integra- 
zione . Le due equazioni Mzzui , Nzzb considerate insieime sod^ 
disfaranno alla proposta , e ne saranno perciò un'integrale partii 
colare. Quindi sostituiti nella proposta i valori di dz e di dy ri- 
cavati da quest'equazioni, essa diventerà identica. Se adesso 
supponghiamo a eb variabili, la proposta sostituendovi. i valori 
di dz e di dy non sarà più identica , ma rieiicirà della forma 
mda-^ndb^zx) . Facciamo hczF.a^ e questa equazione ci darà 
m^nF.a:=zoy e quindi alla proposta soddisfanno l'equazioni 
Mzna^ iV==^ , anche quando a^b son variabili, purché abbia 
luogo l'equazione nM~nF\a:zio. L'integrale pertanto della pro- 
pòsta sarà espresso dalle tre equazioni Mzza^ N^zF.a, 
n^^n'F.aàzOf cioè eliminata a dalle due equazioni Nzz,F,Mi 

' Prendiamo per esempio l'equazione ydy-^ydx-^xdz^.o ^ la 
quale non soddisfa alla condizione d'integrabilità. Ponghiamo 
ar-H)C=à , e sostituendo il valore di x nella proposta àvrenlo 
1/2=0, cioè z=:i^«/s. Facendo adesso a va:tfi abile, e sostituendo 
nella equazione data i valori di dx e di dz presi dall'equazioni 
2r-4-y=Mt, e i:::zF.a troveremo y'JHi:F\aczo . Quindi- T integrale 
della propòsta- è espresso* dalle due equazioni- i8:=ir.(jr-4-y) , ed 
3r-Kr2r'(iP-P)r):=o • 

Ponghiamo ar— jcra, ed avremo ayrfy-i-(y-i-a)rf^=o , cioè 
aj— aalog.(y-wi)-*-z=jF.o . Quindi una dell'equazioni integrali 
sarà z-t-ay— a(a:--y)log.a?=ijP.(a7 — y), e l'altra si troverà 
^X'^y'^t^cAi^^,X'4^F ^^X:^y)'zzo . 

Ponghìaino tttssi^ , e sostituito questo valore di x, la propo- 
sta diventerà (r*^+^)dl!yH^^t^22:o, cioè aa-+.(:i-t-a^y=:i^.a. FaC^pdo 
variare a troveremo xzzF.a; onde le due equazioni integrali 



X . . ^ X 



della proposta saranno fl?(5:4-y)H-j^=:j'F. — , e zznF.^ . Assu- 

mendo alti!' equazioni tra x ed y troveremo Io stesso integrale 
espresso ih infinite forme diverse. 

Se nella equasSterie^ilfcàéi Tioi-foécia*noì ikfz:^ ny, o 
=Z2) il nostro àietòdo si ridurrà ad iniegi^ar la proposta nella 
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ipotesi y che una delle quantità x^y^z sìa costante. Se Tinte- 
graie della propósta è in. questa supposizione Nzzh ^ sarà N^zF.x 
(se per esempio x è stata supposta costante) una dell'equazioni 
integrali, e l'altra si dedurrà dai paragone del diffeirenzlale di 
N'-^F.xzno preso nella ipotesi, che anche la x varj, con la prò* 
posta . Questo metodo è quel medesimo che si suole adoprara 
per l'equazioni da loro sole integrabili , se non che la seconda 
equazione serve allora a determinare la funzione arbitraria. 

Ma qualunque sia M^ se il differenziale dell'equazione 
iVrzF.M'si paragona con la proposta , ne nascerà l'altra equa-^ 
zione {nh^nF .a)dazzo y cioè, poiché azzM ^ 

(w^-7iF.M) f-j-Wa?H-(/»-4-riF.M)f -— j^ e perciò nella e- 

quazione, che se ne otterrà, anderanno a zero i coefficienti di 
dx e di dy. Quindi si deduce un'altro metodo per l'integrazione 
di questa specie d'equazioni. Ponghiamo che una dell'equazio- 
ni integrali di Adz-^Bdx-^Cdyz^o sia una relazione tra x, y^ 
e Zy che diiFerenziata ci dia dzzzpdx-^^dy . Sostituendo questo 
valore di dz nella proposta avremo {Ap-¥'B)dx'^{Ag'¥'C)dyzzo , 
e siccome devono svanire i coefficienti di dx e dì dy , avremo 
Ap-^BzzOj ^^-«-C=o, le quali due equazioni a differenze par- 
ziali dovranno aver luogo insieme. Quindi integrata una di es- 
se, o una che da ambedue dipenda, sarà questa una dell'equa- 
ziani integrali cercate, e l'altra nascerà dal paragone della pri- 
ma con quella dell'equazioni Ap^Bzzo^ Aq-^CzrOy che non è 
stata contemplata, o con una qualunque di esse, se apibeduft 
sono state considerate . 

178. 

Può succedere che l'equazioni, le quali far mano l'integra^ 
le della proposta, sian tali, che dato un. valore detetihinato alla 
funzione arbitraria in esse contenuta si riducano ad una sola. 
In questo caso avremo un'integrale della proposta espresso in 
una sola equazione» ma questo sarà particolare senza alcuna co- 
stante arbitraria, perchè per ipotesi la proposta non è suscettibi- 
le' d'integrale completo espresso in una sola equazione ».Cosld%- 
ta l'equazione . .' f . !?[ .. 

■ (y'^zydZ'^xdy'¥'{z!^y)dxzSo , : > .,,«. "' 
di cui Vintegjrale è formato dalle due equazioni; .1 . ,' 






\ 
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jT chiaro che posta F.yrsy qtieste due eqtiazioni si riducono alla^ 
medesima £=a:H-y, la quale da se sola soddisfa alla proposta» 
Ed ecco spiegata T origine di quelle soluzioni particolari, che al** 
cune volte si trovano soddisfare all'equazioni da loro stesse non 
integrabili 9 e che vengono indicate dai criterj d'integrabilità « 
Poiché è evidente che esse hanno luogo, quando le due equa- 
zioni componenti l'Integrale completo possono ridarsi ad una, 
e sono perciò comprese nell'integrale completo. La medesima 
osservazione si applichi anche alle cose seguenti. 

Passiamo airequasnoni tra quattro rariabili, e data l'equa* 
zione Adu^Bdz-^Cdy-^'Ddx/zzo , che non soddisfaccia ai crite- 
rj d'integrabilità, ponghiamo Mcza» Nzdb, ove siano M ed N 
due funzioni determinate di a?, j, e 2, ed a e & costanti « Da 
quest'equazioni ricavato il valore di js e di y in ^ si sostitui- 
sca nella proposta, ed essa djiventerà una equazione tra due sole 
variabili i^ ed :r, che integrata ci darà Pbat^. L'equazioni 
Jjfzra, Nzdb, e Pz^c prese insieme soddisfanno alla proposta, e 
perciò sostituiti i valori ài du^ dz, e dy ricavati dà esse nella 
proposta , la rendono identicai. Ciò è- vero quando a^ b, e e son 
costanti; ma se son riguardate come variabili, la sostituzione 
^ei valori di du, dz-, e dy non renderà più identica la proposta, 
ina ci darà una equazione della forma mdc-^^da^pdbzzo • Fac- 
ciamo czzF{a,b)f e questa equazione diventerà 

I ''^("J^)"*^ R^**"! '^('Sà)'^'^ Wteo. Quindi alla proposta soddi- 
sfarà l'equazione Pzr:F.(M, N)^ purché con essa abbian- luogo 
anche 1 equazioni m( -t^J-mkzxx, ^XdNi 

Se noi facciamo iWs:=ar , ed iViry , questo- metodo si~ ridurrà 
ad integrar la proposta nella ipotesi di x^ e Ai y- costanti , ed a 
completar poi V integrale con una funzione arbitraria di a: ed j.. 
Le altre due equazioni si ricaveranno dal paragone del differen-^ 
snaie della priiba con la proposta, posti =o i coefficienti di das 
%, di dy dopo r eliminazione di du eàìdz ^ 

Tom. IL sa 



a58 ELEMENTI 

Avremo adunque tre equazioni tra a?, y, s, zi, ed una fun- 
zione JPdi due variabili x eA y. Per mezzo di esse potremo eli- 
minare z ed ZI, ed otterremo una equazione a differenze parziali 
tra :r, y, ed F. L'integrale di questa ci darà il valore di F, e 
la sostituzione di esso nelle tre equazioni integrali le ridurrà a 
due sole, perchè due qualunque di esse comporteranno la terza. 

Sia data per esempio l' equazione 

a?rfz^^-yrf«— aprfjp— yrfj=:o • 
Integrando nella ipotesi di n; ed j costanti avremo 
$rzi-Hy2=:F.(2r, j), e dal paragone del differenziale di questa 

equazione con la proposta ne dedurremo zi-f-:rrr| 

-^ j • Dunque T integrale della proposta è espresso dalle 

tre equazioni 

xiui^znF.ix , y) 





=(f)- 



Da quest'equazioni eliminiamo u e z^ ed avremo l'equa- 
zione a differenze parziali ^(-t- )-*:y (^ )=:F+'a?*-4-y* • L' inte- 



grale di questa equazione ci darà i?ira7'-+^«-4-a7<;J.— ; il qual va- 
lore di F $e si sostituisce nelle tré equazioni integrali, esse di- 
venteranno 

X 

r y y 

Poste due qualunque di esse ne se^ue necessariamente la terza: 
quindi due di esse esprìmono l'integrale della proposta • 

175. 

Se l'equazione data sarà tra cinque variabili r , zi, 2, y , 
ed X , poste ^ 9 y , e z costanti il di lei integrale conterrà una 
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fanzione arbitraria F delle tre variabili a?, j, e «. Col metodo 
precedente si troveraono le altee equazioni, che devono aver 
luogo insieme con questa per esprimere l'integrale della propo- 
sta. Per mezzo di queste quattro equazioni eliminando r ed u 
avremo due equazioni a differenze parziali tra x^ y-y z, ed i^. 
Integrata una di esse , o una che da ambedue dipenda, avremo 
il valore di F espresso per un' altra funzione arbitraria <^ , e la 
sostituzione del valore di F nelle quattro equazioni integrali le 
ridurrà a tre sole, perchè tre qualunque di esse comporteranno 
la quarta. Ciò è vero in generale, perchè se eliminate r ed zi da 
queste tre ultime equazióni ne risultasse una equazione a diffe- 
renze parziali , nella quale non avessero luogo che le variabili 
della funzione <p , questa equazione potrebbe integrarsi , e le tre 
equazioni integrali per la sostituzione del valore di f si ridurr 
rebbero a due sole. 

Sia proposta l' equazione 

xydr'¥^^du^^^dX'¥'(a:y-'^yu)dz'^(yU''¥UZ^^xz)dy:^o . 
Facilmente troveremo le quattro equazioni 

xr-^'^yuszF.ix , y , z) 



/dF\ 

le quali esprìmono V integrale della proposta . Dall^ due ultima 
eliminando u abbiamo ('^■/"•"^C j-)=o, e quindi ' 

F:z<p.lx , ^1 ; e sostituito questo valore di F le quattro prece*- 
denti equazioni diventeranno le tre seguenti 

perchè la quarta è la medesima che la terza. Per vedere te sì 
possono ridurre a due, eliminiamone r ed u, ed avremo 
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:r(--2 J— — (t^Wij) . Facciamo — =«, in modo che ^.la?, — J d»- 

Tenga 3>^47 ,»»), e poiché (g)=(-^)(^)=±(^) , l'equa- 

sione trovata diventerà ^(^r^'^i^^)— ?^ > ^^^^ 

W ^ j^m^r-p-j=<;^ • Siccome in questa non si trovano che le 
quantità x ed ni contenute nella funzione ^ , essa potrà int^ 
grarsi , e ci darà ^fcz»*^.! log.a?— -J=rx?^.nog.ap-----l . Se adesso 
•ostitniamo nelle tre equazioni «integrali questo valore di ^ 



avremo 

xr-^yuzzx^* flog.a?— — j 

ove la terza dipende daUe due prime . Dunque due di esse foi^ 
mano l'integrale della proposta. 

Si può concludere dalle cose precedenti , che V equazioni di 
questa forma tra tre o quattro variabili » le quali non soddisfan- 
no alle condizioni d* integrabilità , ammettono un integrale 
espresso in due equazioni , che devono aver luogo nel medesimo 
tempo. Se poi il numero delle variabili sarà maggiore di quat- 
tro, l'integrale dell'equazioni sarà generajmente espressò in 
tant* equazioni simultanee, quanto è il numero delle variabili 
diminuito di due unità, quantunque spesso possa essere espresso 
in un numero ininore d*equazionji» 

176. 

Fin qui abbiamo considerate quell'equazioni del prim' or- 
dine , nelle quali i differenziali son lineari : passiamo adesso a 
quelle, che contengono i differenziali elevati ad una potenza 
maggior dell'unità. Abbiamo veduto (134)9 che quest'equazio- 
ni non ammettono un'integrale espresso in una sola equazione, 
fuorché nel caso, che siano riducibili ad un'altra forma, nella 
quale i differenziali siano lineari. Cosi l'equazione 
dz^zsia^(dx^'¥4y^) non sarà da se sola integrabile^ perchè me- 
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«Piante Testrseione della radice quadrata nx>n si può ridurre alla 
rforma dvzzpdx-^dy . Pure «e in questa equazione ponghiauio j 
•eguale ad una funzione qualunque arbitrarì4 àìx^ essa divente- 
rà una equazione tra due sole variabili , e perciò capace da jm 
^ola d'integrazione. L'integrale j)ertanto di quest'equazioni tra 
tre variabili sarà espresso dal sistema di due equazioni simulta- 
nee , le quali comprenderanno nana funzione arbitraria , e per 
trovare quest'integrale si potranno usare i medesimi artifizj , Afi 
•quali ci siamo serviti precedentemente. 

PrendianAts per esempio l'equazione ^^ ^ 

-e supponendo x eostante avremo dzshdy , ed integranda ^ 
zziby^F.x ^ DiffereBSMame questa equazione facendo variare 
anche x, e paragonandone il resultato con la proposta avremo 

^bdxdyF.X'+-dx^{P.x)^=a^dx* , cioè aWjc=^^— rf^F.ar, ed 

x^ •X 

P dx 

integrando aiy=ui^Jy^-^F.x . Dunque l'integrale della pro- 
posta sarà espresso dalle due equai^ioni simultanee 

zsdby^F.x 

Sia data in secondo luogo l'equazione 

Posta X costante questa equazione ci darà ^flf2rrrf3i/^(a«— ««) , 
ed integrando arremp— |/(aa— z«)==y-4-i^.;r. Differenziamo que^ 
sta equazione facendo variare anche x ^ e paragonandone il re- 
sultato con la proposta troveremo T equazione 

SkdyF .x-^xF .x^=dx ^ cioè integrando ^y^F.x^z /— ^, e que- 

sta equazione combinata coiraltray-«-F.ar-4-|/'(a*-za)rro formerà 
l'integrale della proposta. Si legga una Memoria del Sig. Mon- 
gè tra quelle àeìV Jccadenùa delle Scienze di Parigi dell'anno 
1784., ove si troverà un metodo elegantissimo per esprimere 
«otto un'altra forma l'integrale di questa «orte d'equazioni. 

177. 

Consideriamo adesso l'equazioni d«l second'ordine tra tre 
Tariabili j?, j, a?, le quali non soddisfanno alle condizioni d'in- 
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tegrabìlità, e sia in esse supposta dx costante. E chiaro che po- 
sta yzzF.x quest'equazioni si ridurranno ad essere tra due sole 
yariabilt, e perciò*capaci d'integrazione. L'integrale primo di 
esse, in qualunque modo si trovi , sarà dunque composto di due 
equazioni, le quali conterranno una funzióne arbitraria. Trova- 
te queste due, equazioni tra le variabili j?, y^z , la ricerca 
deU'itìtegrale finito sì ridurrà ai metodi ordinar] . Poiché (171), 
qualunque siano quest'equazioni o integrabili da esse sole o nò , 
esse ci daranno ^ ed y espresse per x in quantità finite , e que»- 
sta seconda integrazione non introdurrà alcuna nuova funzione 
arbitraria indipendente dalla prima. Pertanto l'integrale finito 
'di quest'equazioni del second' ordine sarà espresso in due equa^ 
zioni, le quali conterranno una funzione arbitraria. 
Sia proposta per eséùipio'l'equan^ione 

.dyd^2i'^zd^y'^xdx^dy::z.o • 
Facendo x costante e dividendo per dy/^ avremo 

— — r"a^ '^ =0 , ed integrando -^zzF.x • Differenziamo que- 
sta equazione facendo variare anche la ^, e paragonandone il 
resultatocon la proposta avremo xdxzidyF .x . Quindi l'inte- 
grale primo della proposta è rappresentato dalle due equazioni 

dz^s:dyF.x 

xdx'^idyF »x . 

i*xéix 
La seconda integrata ci dà yzzl-:^ — , e sostituendo il valore 

di y nella prima ed integrando avremo «:r / — j^-^ — . PerCante 

l'integrale finito è espresso dialle due equazioni 

rxdxF,x 

J F'.x 
^^ Pxdx 

Prendiamo per second' esempio l'equazione 
xzd^Z'^xyd^y'¥'Xdz^'¥-xdy^'^zdxdZ'j^^dxdy'^x{i'^)dx^^o . 
Posta X costante questa equazione divisa per x diventa 
zd^z-Jhyd^y^^dz^'^y^'Zio , e quindi abbiamo integrando 
zdz'^dyzzuixP.x » Differenziamo questa, equazione, e parago- 
nandone il resultato con la proposta otterremo 
yzdZ'¥'y'^dy'^x{i'^)dx^xdxF\x:no . Quindi V integrale pri- 



D' ALGEBRA P. III. a65 

mo della t)ropo8ta è espresso dc^Ue due equazioni sitniiltaoee 
' zdz-^dy^idxF .X 
yzdz'^^dy'¥<v{i^^)dX'^xdxF\^irzzo . 
Per passare adesso all'integrale finito osservo^^ che sostituito il 
valore di dz ricaval^o dalla prima equazione nella seconda , spa- 
riscono da questa i difFerenzìali, e diventa 
yJ^j7-Haj(i-f^)-Ki?J?".a?=:o . Inoltre la prima equazione integrista 
ci dà «»-i-y«=:aF.d7 : quindi l'integrale finito della proposta è* 
espresso dalle due equazioni 

yixr^-F .x)'^~x{i'¥'F' .x)z:zo . 
In questa seconda equazione svanirà la y, se farò F.X'^'Xizo^ 

o sia l^.ar=: — - — Ha , ma questa medesima supposizione dando- 
mi jP\^-«-i=:o toglie di mezzo la seconda equazione. Rimane la 
sola equazione is*H-y'-Kr'=a, che aoddisfà alla proposta: dun- 
que essa amarette un' integrale espresso da una sola equazione ^ 
ma questo integcide è partiq9lare ^ perchè contiene una sola co- 
stante. 

178. 

Abbiamo fin qui suppostau/o; costante; consideriamo ades- 
so quell'equazioni, nelle quali^niuno elemento sia supposto co- 
stante. Data l'equazione del second'ordine 

Pd^x-^d^y-^Mdy^-^dxdy^Tdx^zzo 
tra le variabili x ed y, nella quale niun differenziale primo si 
pone costante y stabiliscono generalmente i Geometri , che que- 
sta equazione è assurda, cioè non significa niente, e non ammet- 
te integrale completo , che quando Pdx^^^dy^o è una equazio- 
ne identica . Se poi l'equazione Pdx-^-Qdyzzo non essendo iden- 
tica soddisfa però alla proposta, ne è un integrale, ma partico- 
lare , perchè non contiene alcuna costante arbitraria . Pure 
vedremo adesso, che quella equazione è sempre reale, ed am- 
mette un integrale, alcune volte espresso in una sola equazione, 
per lo più in due. L'errore di crederla assurda è nato dal sup- 
porre , che siccome nella equazione differenziale non vi sono che 
le variabili x tà y ^ così le medesime sole variabili debbano 
aver luogo nell'integrale. Eppure è ovvio il caso, in cui non 
avendo luogo nell'equazione differenziale che la sola variabile 
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y^ neiriategrale però entra ancora un'altra variabile x^ ches 
Tien dalla differenziazione eliminata. Perchè ne Y e P sono due 
funzioni di y, data P equazione Pd^Ytso si pone che abbia Ino- 
go in easa un'altra variabile or, di curii differenziale primo sia. 
costante, e si trova rinterrale primo dì qiiella equazione essere- 
dYzzadx , e l'integrale finito Krraar-f-fr. Cosìse sarà data l'equa- 
zione Md{Pda:^Qdy)z:;o y ove Af , P, Q'9on funzioni di jt ed j, 
e nel differenziare la^ quantità Pdx^Qdy uiuno elemento si 
suppone costante-) avrà luogo nel problema che ha eandotto Sr 
quella equazione, un'altra, variabile z^, di cui il differenziale 
primo sarà costante. Quindi l'integrale primo della proposta sa- 
rà Pdx-^Qdyzzadu^ ove a è una Costante arbitraria. Per passa- 
re all'integrale finito cQpvi^n notare due casi; 1/ se Pdxrt^Qdy 
è una differenziale esatta, avremo integrando di nuovo 
f{Pdx^^2/^y):rMu^\ ed* in questo case soddisfiuràral' problema 
ima superfìcie;^ 2.^' se Pdx'^^dy non ò una differenziale esat- 
ta, 6Ì>i !ZV ir fattore, che là rende tale , ed allora l'integrale fini- 
to d'elTà proposta sarà espresso dalle -due equazioni 
fN(Pdx'^Qdy);=zF*u , aN=Fu , cioè soddisfarà al problema 
una curva di doppia curvatura^ 

L'istesso avrà luogo nell'equazioni dèlta forma AfiPzzo , 
ove P è una funzione differenziale del prim' ordine, qualunque- 
sia it numero delle variabili in essa contenute. L'integrale pri-^ 
mo sarà Pzz^du^ e, l'integrigli finito sarà espresso da una o pia 
equazioni, chesi troveranno con^i metodi esposti di sopra. Sia 
data per esempio Tequazione: 

y^zd^z-¥^^dz^^^dxdy^xyd^y'^xdy^'¥'y^dxdz^y^zd^x:=x> . 
Dividendola per y^ troveremo il' suo integrale grimo esserle 

y 

Siccome questa equazione non soddisfa ai cri fcerjd' integrabilità >,. 
il suo integrale (174) sarà rappresentatp dalle tre equazioni 
^ 2:*-+-2xlog,y^F.(a: , u) 



=Q- 



La terza ci dà jF=2az^4-^.x, e sostituito questa valore di» J^nel^ 
le atue due esse diventeranno 
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alog.y— azr=<^'. j? , 

e formeranno l'integrale finito completo della precedente equa- 
zione del second' ordine • 

Consideriamo adesso F equazione generale 

e se essa non sarà riducibile alla forma Md{Pdx'^Qdy)zzo , le 
due equazioni , che ne formano Tintegrale primo , si troveranno 
nel modo seguente. Facciamo N{Pdx'¥^Qdy)^uluF.u^ e differen- 
ziando questa equazione nella ipotesi di du costante paragonia- 
mone il resultato con la proposta; ed avremo 
dxd.NP'¥^yd.NQ'-N(Rdy^^Sdxdy-^Tdx^)=uiu^F.u , e quin- 
di le due equazioni 

N(Pdx^dy)=duF.u 

dxd.NP-k^yd.NQ'^N{Rdy»^i^dxdy^Tdx^)zzdu^ F.u 

formeranno l'integrale primo della proposta. La ricerca dell'in- 
tegrale finito dipenderà dai metodi ordinar}; ma qui si osservi , 
che la quantità N è pienamente rilasciata al nostro arbitrio , e 
perciò possiamo prenderla in modo da render facile questa se- 
conda integrazione. Prendiamo dunque per N il fattore , che 
rende la quantità Pdx-^Qdy una differenziale esatta , e in tal 
guisa si otterrà l'integrale della prima equazione. 
Sia data per esempio l'equazione 

a?»rf*«-Kr»yflf»y— y*rfar*-t-J7^rfy»-Hfl*rf;r*=30 . 

Prendendo .iVi=r— troveremo che l'integrale primo della propo-* 

sta si esprime con le due equazioni 

xdx-^ydyzzduF .u 

La prima di quest'equazioni integrata ci dà x^-^^zzzzF.u, e so- 
stituito questo valore di x^^^^ nella seconda essa diventa 

dx^-zzdu^ F\u ^ cioè — '=du\/ — = , e quindi 

ìog.xin I dtAy/ —r^ — j-. Pertanto l'integrale finito della pro- 
posta sarà espresso dalle due equazioni 

Tom. IL 34 
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F'.u 



Se facciamo ^F.tezsa» , la prima equazione diventa x*-f-y'=d>, 

e la seconda dx^:zuìu^F\u ci dà similmente 

a:«-i-3r»=a* : dunque la proposta ammette un'integrale partico- 
lare espresso dalla sola equazione x^-^^zza^ • 



e A P I T O L O X. 

DelP equazioni a differenze finite. 

179. 

i5i dice equazione a differenze finite quella , nella quale son 
contenute le yariabili, e le loro differenze finite. Il Sig. de la 
Grange è il primo» il quale &i sia occupato in questa sorte di 
equazioni 9 ed ha dimostrato che se ne poteva ottener l'integrale 
con i medesimi artifizj, con i quali s'integrano l'equazioni dif- 
ferenziali. Siccome ponendo yny-4-Aj, y=y-*-Ay, ec. le dif- 
ferenze di y di qualunque ordine si possono esprimere per mez- 
zo delle quantità y^.y^ y", ec; còsi l'equazioni a differenze fi- 
nite tra le variabili ^ ed ^ si potranno ridurre ad una forma, 
che contenga ar, y , e le qffantità y\ y", j'", ec. Noi ci raggire- 
remo particolarmente sull* eqriazioni lineari , perchè queste sono 
di maggiore utilità, e le sole nelle quali i Geometri si sono cou 
qualche successo esercitati . 

Sia dunque proposta l'equazione y4y— jBy— -Y , ove A^ B , 
ed X son funzioni di ^, e la differenza finita di x è in qualun- 
que modo variabile. Facciamo yzze f , ove u p t son due nuove 
variabili , e la proposta prenderà la forma 

(Ae — Be )t'^Be LtzzX. Ponghiamo rro la quantità 

moltiplicata per r , ed avrebào per determinare u e^ le due 

equazioni^— JBe =:o, e -^jBe A^=^. Dalla prima ticavìa- 

mo Au=zlog.-g , ed integrando urzSlog.-^ , e sostit;uendo questo 

valore nella seconda abbiamo 
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Uzze— 2. e 'B * ^ quindi y=:e t 



•7(- 



:^e i e— Se -Tj ( , o sia , perche 

2.log. ■gr=S.log.j^log.^ , 
2-log.-^( — S.log.-^ 

Si cerchi per esempio il numero delle permutazioni , che si 
possono fare con a?. lettere. Se chiamiamo y il numero delle per- 
mutazioni per X lettere, ed y quello per a7-*-i lettere, è chiaro 
che trovate tutte le prime permutazioni avremo tutte le secon- 
de, se nelle prime porremo la nuova lettera o nel primo, o nel 
secondo, ó nel terzo ec. , o nell'ultimo posto. E siccome questi 
posti sono a?-f-i , avremo .perciò y=(^-f.i)y . Integrando adunque 

otterremo yzzce ' o'^ ', e questo valore di y ci darà il nu- 
mero cercato delle permutazioni , dopo che avremo determinata 
la costante e. Ma prima si osservi che 2.1og.(ar-t-i) è eguale al- 
la somma della serie log.i-t-log.2-f-log.3 . . • • -f-log.o? , cioè 

=1og.i.a.3.4* . • • -a?, © quindi e ' ^'^ 'm.a.3. . . . ar. Sa- 
rà dunque y:^c. 1.2. . . . x; e poichérsì ha una sola permutazio- 
ne, quando xmi , sarà czri , ed ^y:=i.2.3. '. , . x . 

Generalmente nel caso di Aarrri, T integrale dell'equazione 
^ Y— y'zzjy, ove A rappresenta una funzione data di x, può 

rappresentarsi così; 

180. 

L'equazione precedente si pxxb sempre integrare, qualun-* 
que sìa la differenza di xi ma in generale bisogna tener conto 
di questa differenza, la quale può esser costante o variabile se- 
condo qualunque legge . E siccome il caso della differenza co- 
atante è il più semplice di tutti , ognun vede che molto si acqui* 
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sterày se a questo si ridurranno tatti gli altri casi infiniti delle 
differenze variabili . Sia data una equazione qualunque M:^o 
tra le'variabili ^ ed j, e la differenza finita di x sia <p,X"^x , 
ove col segno (p.x indico qualunque funzione di x . Si faccia 
x:^ ad una funzione p dì z, e questa funzione p si deter- 
mini in modo, che quando x varia di <p,x^^x^ la z nella funzio* 
ne p varj dell* unità. Avremo dunque (p.xczp , e siccome 

^,xi:z<pp , otterremo Tequazione a differenze finite e costanti 



z 
p ^^fp • L'integrale di questa equazione ci darà al valore 

di p =ir y onde potremo dedurre il valore di z per x . Se ades- 

z 

» 

so nell'equazione data facciamo xzip , y diventerà una fun- 
zione di z che chiameremo t , e dopo questa sostituzione se 

M diventa Mi ^ avretuo T equazione Mizzo tra le variabili z 
e t 9 ove la difierenza di a; è costante eguale all' unità . Sia 

/ zzP r in tegrale:di questa equazion^e, ed avremo per l'integra- 

z 

le della proposta y^P ^ se in P porremo in luogo di z il suo va- 
lore dato per x . 

Per maggiore schiarimento snpponghiamo che l'equazione 
Mzzo sia lineare, doè della forma 

u4[y-#-By-4^j"-i-ec=.Y , 

ove ^, B^ C 9 ec. ed X sianorfunzioni di x. Se Ai^Bi, Ci, ec«, 
Xi sono i valori di Ji^ B, C, ec.^ X, quando in luogo di or vi 



si ponep f l'equazione Miz^x> sarà ddila forma 

Ait-^Bìt'-hCit^'-^^c.zizXi. - 

Adesso trovato rintegralG»^=zP avremo y^:zP^ se in P sostituire*' 
mo X in luogo di p .Si osservi che mediante questa sosti- 
tuzione le quantità Ai ^ Bs , Cip ec. ed Xi ritorneranno ad es- 
sere A ^ By C, ec. , ed -Y . Quindi non occorrerà far da princi- 
pio alcuna sostituzione in ^ , J?, ec. , purché sì osservi nel de- 
corso della integrazione di non fare intorno a queste quantità 
alcuna integrazione, la quale potene mescolarle con altre quan- 
tità, che porta l'integrazione. Poi nella quantità P si troveran- 
no intatte queste quantità, e la sostituzione del valore di z do- 
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vrà farsi nelle quantità, che ha portate l'integrazione. Le ope^ 
razioni per altro sulle quantità A^B^ec., le quali implicano 
la differenza o la somma 9 dovranno eseguirsi secondo il sistema 
di differenza variabile , che regna nella proposta. Ecco pertanto 
a qual cosa si riduce miesto metodo: s'integri la proposta, come 
8Q la differenza di x fosse 2ri , avvertendo di uon «seguire ma 
accennare soltanto le operazioni sulle quantità A^B^ ec, poi 
lasciate intatte queste quantità si ponga da per tutto in luogo di 
X il valore di z ricavato dall'equazione sirzip . 

Tutto adunque dipende dal trovare un valore particolare 
^^ jP- ♦ che soddisfaccia all'equazione p ^ ziKp.p , l' integra- 
zione della quale supera in generale le forze dell'Analisi. Noi 
accenneremo varj casi, ne' quali questa integrazione può ese^ 
gnirsi . 

Sia ^.:rz=aa7-«-& , ove a e b son quantità costanti, ed avre- 
mo p zzap H-i , e facilmente troveremo (179) 

p r= = , -se facciamo Cz^i . Sarà dunque 

a^— ^ log.[i-t-(a— j)a:] 



I ' Jog.a 

m . Tìi 



Se ^.oczuax , avremo p isap , e ponendo 

a a ma -4-1 

p -zza otterremo a z^a , e prendendo i logaritmi 

q zzmq -4-1 • Questa integrata ci dà ; rr , e quin- 

Cm — r 



di abbiamo p zzxzza "* ' e prendendo i logaritmi 

zzz, ■ ° ^ — --9 o più semplicemente 

log.m * ' 

log.[log.ij-f-(i»— i)log^_^log.log.aaf "" 
log.m log./» 
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Sia ?>.«=l^(a-Hftx'^, ed avremo />^^^==a-f-^^ , dalla 
quale posta z^'* =7 si deduce ?^^j=^*-«-*y-B • Questa integra- 

ta ci dà qzn'-gr^, e quindi /?^=ap=ri/ -^--ij- ; onde si rica- 

»,, . ,J5 .., .. .^ logia? (J— i)-Ha] 

va a? (i— i)H-a=ft , e presi i logaritmi xiz x^ r ' • 

Sia éxzzx^—%. ed avremo »~ .=?."-"*> ^ facendo 
« =Mr ^ JL otterremo a^^,H ^=?»-f--T-, alla quaVequa- 



r 



zione possiamo soddisfare ponendo j',, . ,=^ « • ^^^ 5^z""^ ' ^ 



JK-f-l ^ z ' z 



Ca 



, e 



avremo r =ar , ed r -ziCt, ; quindi sarà j' =e 

jp =^=6 -f-« =acos.a^ posto Crzj/— i , e perciò 

oc 
log.Arc.còs. — 

a rrArc.cos.— , e acz: — • 

a log. a 

Àgli accennati potremmo aggiungere molti altri casi, ne'qaa- 

li può integrarsi l'equazione p ^^f-P ; nia anche senva que* 

sta integrazione troveremo il valore di z , che deve sostituirsi in 
luogo di X. Infatti se x=r/ , viceversa sarà z::zq , essendo q 

una funzione di a?, e siccome (ù.xzzp , avremo ar-t-isagr^ ^, 

* ^ -^«-4-1 * ^ (p.x^ 

e quindi i=y . — q , cioè q =s:=S i ^ .prendendo questa som- 

ma nel dstema della data differenza variabile. Fatta dunque 
r integrazione dell'equazione data, come se la differenza di x 
fosse l'unità, convien dopo sostituire nell'integrale. Hi in luogo 
di Xy avendo però riguardo alle altre avvertenze di sopra accen^ 
nate. Siccome pertanto l'equazioni a differenze variabili si pos- 
sono ridurre ad altre, nelle quali le differenze son costanti, nel- 
le ricerche seguenti supporremo sempre che la differenza dì x 
sia eguale all'unità. 
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j8i. 

Sia data adunque da integrarsi l'equazione dell'ordine n 

Jy^By^UJy" ^JVj^'^W, 

i coefficienti della quale sono funzioni di x. Moltiplichiamola 
per una funzione P di ^r, e ponghiamo che il di lei integrale sia 

(i) P{Jiy^Biy^^iy' H-Miy^'^^^)=S.JrP. 

Prendendo la differenza di questa equazione , che è 

^PiAiy^Bjy'^UJiy -nilfiy^''""'^) 

e paragonandola con la proposta avremo per determinar Al, 
Bif ec. r equazioni 

P' 



cioè 



ec. 

P' 
Bi=^B^A'^ 

pt pit 



■^ • • ♦ « 



onde 9 siccome Mi'P'::zNP, avremo per determinar P l'equa- 
zione 

(a) NP-^M^F^L^P'^^K'^'F' . . . . -H^^'^^P^^Wo . 
Se conosceremo n— -i valori particolari di P, avremo n— 1 equa- 
zioni della forma dell'equazione (i), dalle quali eliminando 

y,y",. ...y' "^ ' giungeremo ad una equazione della forma 
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Ry-^y^zX^ la quale integrata ci darà il valor completo di y . 
E qui applicando il ragionamento usato di sopra (f4^) troverei 
mo , che la proposta si può completamente integrare , allorché 
si conoscono ti— i integrali particolari della medesima nel caso 
di Xzizo , cioè che il teorema del Sig. de la Grange per l'equa- 
zioni differenziali ha luogo ancora per l'equazioni a differenze 
finite . 

Se i coefficienti A^ B, C, . • • • N son costanti , V equa- 
zione (a) diventerà • 

pf pff p (/*) 

pr^ prt pir pr ptit 

Facciamo -^^a, e torà -j^:^ -p- . -^ =suu\ -^zsuu'u", ec; on- 
de apparisce, che potremo soddisfare all'equazione precedente 

ponendo uzz ad una costante a,9 Pzza , ed a sarà data dall'e- 
quazione 

JV-+-MÌ3M-La» .... -4- Aa^zzo . 

Trovato il valore di a avremo 

Aizz^A 

Bizz-^B-^Aa 

Cizz-^^Ba^Aa* 

ec. 

o sia in altra forma 

j^_B CD N 

Aizz — I — --f-— -. . . .-4- — 

a a^ a* n 

jBin— -4 



— T- .... T- • 

a» /i— I 

a 



\^ I ««mT™" • ■ • • 



a n« 



a 



e l'integrale della proposta sarà 
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Se chiamiamo ai, 02, ec. gli altri valori di a, e suppon-* 
ghiamo che le quantità ^i , i7i ^ec. si cangino in ^2, Ba^ ,ec. , 
o in Aò\ B3 9 ec. , allorché a si cangia in ai o in à2, ec* 
avremo le n seguenti equasioni 

a^'^{c2'^a2fX)=A'iy^B3y ^Mòy^"^^^ 

ec. 
Per eliminare y\ y , ec. da quest'equazioni, alla prima di esse 
aggiungiamo la seconda moltiplicata per k, la terza moltiplica* 
ta per A;i , ec., ed avremo 

a"^(c.^a'^X)-»4:ar^(ci^Sai^.Y)H-A;ia2"*(c2H^a2*;!r)H^c. 

^i-»-A;^2H-A; I ^3-4-ec. 
e le quantità k, Ai , ec. saranno date dall'equazioni 

B I -4-A;^2-4-A; i ^3-i-ec.=o 

Ci-i-AC2-f-&iC3-»-ec.=o 

ec. 

Saranno dunque i;. Ari , ec. quantità costanti , e quindi avremo 

m mi mz 

essendo m , mi , m2, ec. quantità costanti . Per determinarle so- 
stituiamo questo valore di y nella prima delle precedenti equa- 
zioni , ed avremo 

• "*(c^Sa^Jr)= a"^(M-2Sa^X)/ . Bi Ci Di \ 

' ' ' ìAi^ T^--;:'^ i-ec.l 

BiX Cr/X X\ DiéX X X\ 



ma m 



ai (ci-f-Iai X)/ . Bj Ci \ 

-f. 2 — : t^i-*- — -♦- — --Hec.l 

mi \ ai ai* / 

SiX Ci/ X X\ 
H -H — ( — r-H— )-*-ec. 

miai mi\ai* ai/ 

•+-ec. 
Siccome questa equazione dev'essere identica, converrà che sia 

1 / j Bi Ci Dt \ 1. , . . . j j 

—1-41-4- — -• — --♦- — r-Hec. Izri, e gli altri termini devono da 
m\ a a^ a^ / ^ 

Tom. IL 35 
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Si Ci 

loro stessi svanire . Sarà dunque nmzAi'^ i---:-*-®o., e ao- 

stìtuendori i valori di ^i , ^i , ec. 

B s^C '6D nN 

mzz — -^ — ■ I • • • • -♦-— • 
a . a^ a* n 

a 

È facile il vedere cbe^ questo valore di m è il differenziale della 

S C D N 

quantità -^-f- — h— "^-7 • • . • -♦- — preso per rapporto ad a e 

a 

moltiplicato per — ^. I valori di /ni» m%, ec* si troveranno» 

se si riflette, che m si cangia in mi, ma, ec. quando d diventa 
ai» a%, ec. Dunque» se facciamo 

PzzA^Bz^^z^^D»^ ^Nz^ » 

avremo i valori lespetcivamente di m, mi» ma, ec.» se nella 

. ^ dP t' » I t » I 

quantità z-^ ponghiamo ^=^ ,=-,=-, ec. , ove -, ~ , 

— » ec. son le radici dell' equazione P=?o . - 

ÓSk 

182. 

Il Sig. Eul[er ha fatta il primo l'importante riflessione, che 
le costanti arbitrarie, le quali son contenute nelFintegrale 
dell'equazioni a differenze finite, possono esser funzioni di or 
purché esse sian tali , che non cangino valore, quando a: diven- 
ta x-^i . Per conosoere^,. quaPes^ei debba la- forma di queste 
funzioni supponghiamo » che il cerchio Ì'M (Fig. 9), di cui la 
circonferenza è =ri , seorrendo sullatretta ^o* descriva qoI punto 
M la Cicloide -4 Afamec. E chiatO' che l'applicata PM non 
cangerà valore, quando l'ascissa AP crescerà dell'unità: infatti 
se prendiamo ap^zAP ^ l' ordinata /?m^, che corrisponde alT ascis- 
sa ^jt?iZi4P-4-^a^-4P-4-i , sarà. sempre eguale all'ordinata PM 
corrispondente all'ascissa AP. Oltre la Cicloide se si concepi- 
sce una curva qualunque ^'iVTaWec. regolare o irregolare, di 
cui la porzione A'M'a* corrispondente alla parte Aa dell'asse si 
ripeta similmente per tutta l'estensione dell'asse, anche, l'ap- 
plicata PSif di questa curva avrà la medesima proprietà. Se 
l'equazione di questa curva è PM'zKp.AP ^ sostituendovi in 
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luogo di JP il Buo valore in PM diventerà PlVTzzV.PM \ e 
quindi "^'.PMsarà la forma generale di quelle funzioni clie non 
variano, quando -4P cre»ce cieir unità. Ora è PMzizCT-^MO 

= \mMO^ «e esprimiamo per p il rapporto della periferia al 

diametro, e chiamando x la retta AT::z all'arco TM facilmen- 
te vedremo essere MO:zi — cos.2/?a7. Dunque sarà PM^ una fun- 
zione di coò.s^px , € questa funzione si manterrà costante quan- 
do AP si cangia in AP^i. Ma poiché AP=zx — CO 

=0?— |/(CM«-^AfO^) , quando AP diventa AP-^i , x diven- • 



terà or-f-i, giacché MO non varia. Quindi i^.cos.apa? non mu- 
ta iFalore, allorché a? si cangia in x^^i , e possono perciò essere 
eguali ad una tal funzione le costanti arbitrarie, che hanno luo- 

;o neir integrale dell' equazioni a differenze finite. Nel caso che 
a differenza di x fosse in qualunque modo variabile , dalle cose 
precedenti apparisce, che la forma delle costanti arbitrarie sarà 
jP.cos.2/722i. 

i83. 

Per mostrare qualche uso dell'equazioni a differenze finite 
sìa data la serie ricorrente 

, a , a , a , o , . . . . y * . ^ 

E noto che questa serie é tale, che esiste una equazione lineare 
tra j ed i termini consecutivi y', j", ec. della forma 
!i4j-+^By-i-^y'-4-Dy"-+-ec.rrJC . Quindi ìa ricerca del termine 
generale delle serie ricorren^ dipende dalla integrazione di una 
equazione a differenze finite . 

Ma un uso più insigne di questo calcolo consiste nella de* 
terminazione delle funzioni', che sbn comprese nell'integrale 
dell'equazioni a differenze parziali; il qual' uso é stato nel me-- 
desìmo tempo osservato dai Sigg. la Place ^ Condorcet^ e Mon-- 
gè. Sia data l'equazione PzzAF,Qy ove P è una funzione di 
rr, y, 2?, ed ^ e Q son funzioni di a; ed y, la quaF equazione 
rappresenta 1* integrale di una equazione lineare a differenze 
parziali del prim* ordine; e si debba deternlinare la funzione ar- 
bitraria F,Q in modo, che quando y=Af sia z:=iN^ ove M ed 
N rappresentano due funzioni date di x, Supponghiamo che 
posto M in luogo di y , ed iV in luogo di z V equazione 
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P-zzAF.Q diventi Pi=/iiF.Qi, e facendo Qi=:t essa sì cangi 
in T=:F.^; e siccome T èdata, avremo così la forma di F.t. Sia 
proposta per esempio l'equazione zzzF.^x-^y) ^ che è l'integrale 

dell'equazione (3~) = (x')' ® ^^ debba determinare la funzione 

arbitraria in modo, che sia z:px quando y è =ar* essendo n 
costante . Per mezzo della sostituzioiie di questi valori la propo- 

sta diventerà x =:jP.(x-f-a?«) . Facciamo X'^x^'sst^ e sostituendo 

in luogo di j7 il suo valore '^m/^v '^W avremo 



Fa~- '==K (J'*"4^;J ^ ^ quindi F.(a?-Hy) per soddisfare alla 



condizione precedente dovrà esser della forma 

[-i±l/(i-i-4rH-4y )]" 

n 

Adesso data l'equazione P^zzJF.Q-^Bf.RfOye P è funzio- 
ne di 57, y, e z, ed ^, fl, Q, ed li funzioni di a;, ed j, si deb- 
bano determinare le due funzioni arbitrarie in modo, che sia 
zmN quando yzzM ^ e z^zNi quando yzzMi , essendo M ^ N 9 
Mi , Ni funzioni di x. Supponghiamo che sostituiti questi va- 
lori la proposta si cangi nelle due seguenti equazioni 

{a) PizzAiF.Qi^Bif.Ri 
(*) Pa=^2F.Qa-^jBa/.iJa . 

Si faccia i!i=f , e sostituito il valore di x , che si ricava da que- 
sta supposizione l'equazione (a) diventi 

(e) T=aF.e^^f.ì. 

Similmente posto i22=f , e sostituito il valore di x l'equazione 
(b) si cangi in 

(d) Ti:=:aiF.$i'^if,t. 
Dall'equazioni (e) e (d) si elimini f,ty e si otterrà 

(e) ai?iF.tf-«i^F.^iz=(?ir— ^Ti . 

Ora se ponghiamo OizzO-^A^, sarà questa una equazione a diffe- 
renze finite y ed il di lei integrale ci darà il valore determinato 
della funzione F. 
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Sia proposta per esempio l'equazione JSZ=J?',(jr-*-y)-h/*.(aF— -y), 
OTe si deDbano determinare le funzioni arbitrarie, in modo che 

sia z^x quando yzzax^ e zzzix quando y=:;;&^, essendo a, 
è, hf i, ni ed n costanti. Avremo 

(a) *;r'"=F.(i-WP)z-*-/(i--o)a? 

{b) ix =F.(i-hA)j?-4^i— A)a?, 
e quindi facendo nella prima (i— a)an=:r , e nella seconda 
(i— A)a:sr^ otterremo 

ir .HI 

le) J^L—=F.l:^^^t^f.t, 



ed eliminando f,t 






{e) F.!±?<-i^/** - *'" '*" 






o «ia ponendo t in luogo di 



. i-i-a 



I— a 



• facendo ll=fEl±^tà:^A*, cioè Afcr-^Ì^Zfll- , 
(i-w»)(i— A) (!.«,)( I— A) ' 

ed integrando 

Ma è facile il vedere, che quando MzzzDt^ essendo .D costaxi- 

n ^ 
te, è 2.^ = : — ; dunque avremo 
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^ «fZ53 ■ ■ "■" l » 1 11 II ■■ ■■ ^a^ , 

(i-a) (iH-A) -(i-f-a) (i/^A) (i-fl) (i-4-A) -|i-*wi) (i-«) 
Trovato il valore di F.t^ l'equazione (e) ci darà 

Quindi l'equazione ^=:F.(ar-Ky)-f/.(ar— j) per soddisfare alla 
Gondisioni precedenti dovrà aver la forma 

m 



i(i— ^) (a:-f-y) — ì(i-hA) (ar— j) 

184. 



Passiamo a dir qo^alche qfo&a dell' oquas^ioni a differenze fini- 
te e parBÌaK-r-Se z ■"esprime, una qualunque funzione di j? ed 

y i z esprimerà il valor(( di questa funzione^ allorché x 

'j . » - 

varia dell'unità j rimanendo costante, e js esprimerà il 

valor della funzione , quando x restando costante y varia 
dell' unità ^ quindi' z ~ -^z sa];à..Ià differenza parziale 

• ^•+"^ ^y »^»y 

di z presa per rapporto ad a: , e 55 -»-« , ^ sarà la diffe- 

renza parzifil» presa p^r rapporto ad y . QueU'eqinafltoiftiy che com- 
prendono le quantità z .z ^z yZ yec. 
^ ^ ^f y ^-t-^fy a7^y-Hi j:-+»i,y-f-i 

si chiamano equazioni a diileren^^ finite e parziali . Per mostrar 
l'uso di quest'equazioni supponghiamo, che sia data la serie 
seguente 

z z : ^ z Zn **♦-« M . * z ec. 

z^ z ^ z z^ •.-.•.. js ec. 

0,1 ,1,1 a, 1 3> I ' 07, I 

^^ « ^, -. *^ ^ *^ti i . . . < ; « co. 

0,21,22,20,2 :r,2 

^^y ^yy a,y 3,y ,^ aF,y 

•e. 
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Se un termine qualunque z di questa serie è costantemen* 

te eguale ad un numero qualunque de' termini precedenti presi 
nella medésima linea di z , onèlle linee superioti, e molti- 

plicati ciascuno per una funziorie data di ìp ed j, queste serie si 
chiameranno doppiamente ricorrenti y e la ricerca del termine ge- 
nerale z dipenderà dalla integrazione di una equazione a 

differenzle finite e parziali , coriie la ricerca dèi tèrmine generale 
delle serie semplicemente ricorrenti dipendeva dalla intégrazio* 
ne dell' equazioni ordinarie a difFerenze finite. Due gran Oeome-' 
tri i Sigg. de la Piade y e de la Grìarìgé si sono con gran succes- 
so occupati in quésti) genete' dVquttziotii , il primo nel Tomo 
VI., e VII. delle Memorie presentate all' Accademia delle Scien' 
ze di Parigi , il secondo nelle Memorie di Berlino dell'an. 1775. 
ISToi daremo una idea de'loro metodi* relatrvamente all'equazio- 
ni del pfim' ordine, consigliando però i nostri leggitori a cerca- 
re nelle Opere citate ulteriori cognizioni per que&to bel ramo di 
Calcolo Integrale, e specialmente per il di lui uso nella Dottri- 
na AeWe Probabitità . Ma prima conrid'eriamo il caio di alcune 
equazioni a differenze parlali , le quìalì fi^iciimente si riducono 
a differenze finite ordinarie , qualunque sia il loro ordine. Sia 
data r equazione 

z -^Az M-Bz .... -*-JV« =r, 

ove le rr ed j variano egualmente iii* ciascun terrtùné , ed ! doef^ 
ficienti A, B , . . . . iV, e T son funzioni dl.r ed y . In luogo di 
queste variabili introduciamone altre due z^ e f in ttiodo, cbe sia 
w!3a?— y» %tzz£i sarà z xs^ .^Z' zizp 



% zz^ , ec. ) e r equazione data prenderà la 

forma 

ove i coefficienti Ai , jBi • . • . iV.^^e.Tj son funzioni di w, e 
t . Suppongbiamo a costante, e l'integrale di questa equazione 
a differenze finite ordinarie diventerà quello della proposta, se 
in luogo delle n costanti arbitrarie, vi porremo altrettante funzio- 
ni di z*, cioè di X — y. 

Data per esempio l'equazione z ^xyz ire, 
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essa diveaterà p '^t{t'-^u)p zzo; e siccome (179) V in- 

tegrale di questa nella ipotesi di u costante è 

p =:c.i.a.3 . . . . ^(a— i)(a— a) .... {ii-^t) , l'integrale della 

proposta sarà ^ 

Generalmente se i coefficienti di qnesta equazione saranno 
funzioni di ambedue le yariabìli j? ed y» l'integrale di essa di- 
penderà dalla integrazione di una equazione a differenze ordina- 
rie con ì coefficienti variabili, e dipenderà dalla integrazione di 
una equazione ordinaria con i coefficienti costanti, se i coeffi- 
qienti della proposta saranno funzioni di x^^y • 

18S. 

La forma generale dell' equazioni lineari a differenze finite 

e parziali del prim' ordine è la seguente 

z z:zaz ^z -hT, 

07-1-1, y. x^y x^y-^i . 

ove a^b , ^T sono funzioni di x eà y. Il Sig. de la Grange in- 
segna ad integrare questa equazione nel caso di a e £ costanti , 

e Tzzo col seguente metodo. Si ponga z =0» ^ , ove siano 

* e j? quantità costanti, e sostituito questo valore avrassi 

oiczui^§ y e quindi z =(a-H&j?)^./?^ > e svolgendo in serie 

là quantità (a-^b^) 

x^y a 

e questo sarà un valore particolare ài z , in cui la costante 

x^y 

p può esser qualunque. Per dedurne T integrale completo si os- 
servi, che, siccome il valore trovato di z soddisfò j^lla pro- 

^9 y 

. posta, la sostituzione di questo valore deve renderla identica y e 
quindi perchè /? può esser qualunque , se dopo questa sostitu- 
zione porremo tutti i termini della equazione da una parte , sva- 
niranno i coefficienti delle simili potenze di /?. Se adesso i coef- 
ficienti del valore di z restando i medesimi , in luogo di ^^ 
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porremo una qualunque funzione arbitraria di y , in modo che sia 

s =a*F.y-Kra*"^AF(j*i)-i.^fclla*~*A»F(3r+a) ...^'^ F{y-*^, 

e sostituiremo questo valore nella p,ropostay svaniranno dopo 
questa sostituzione i Goefficìenti delle siiniìi funzioni, come pri- 
ma svanivano quelli delle simili potenze di t^, poiché sono in 
un caso e nell'altro i medesimi. Perciò anclie questo nuovo va- 
lore di z soddisfa alla proposta, perchè la rende identica. 

e a motivo della funziona arbitraria F.y ne è F integrale com* 
pleto. 

Ma a questo integrale si può date ntìa forma &òmì più sem« 
plioe?. Ripigliamo l'equazione acza-^^ ^ é[ ponendo 3^=:-^^ 

avremo a=— o(y^i), e quindi z =' L (y^i)^.^^ , la 

qual' equazione si può porre sotto la forma 

«^ = — t^^^'f^ • Col ragiotiàmenfó precedente vedremo; 

che in luogo di ff si può porre una funzióne qualunque di jr; 
onde l'integrale completo duella proposta sarà così espresso 

■• ' z' =: '—'-' A ^jr.j^; 

Ma per dare un'idea d^gli artifizi, che soglicltio usarsi itt 
queste ricerche, consideriamo l'equazione 
z zzaz r»-^^ H-cz 

. ' . «... ' , • 

ove i coefficienti sopo* costanti . Si ponga z fZza^^ , e 8osti-< 

/> I ^ ^ y. 

tuito questo valoi'e aerassi apirajJ-i-ió-f-c ; onde si ricaverà 

i - * . ' ' * • 

^= > ® ^«. ;. =* (- J • Si riduca la quantità 

a-"*^ X yy V a— ^ / . v . t. "^ . 

l j in una serie discendente ed ordinata per le potenze di 

», iqi,mWo che sig della, forma A'^AioT' , ^^A%ar' -hcc. j e 
si otterrà 



ìf ' . ') 
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• Donendo in laogo di a una funzione arbitraria di x. 
z :zzAF^X'ihA i Jr.( jt— i ì-^AskF. (a;*— ai-f. ec . 

Per applicare qoesta teoria alle si>^riè'8Ì^o8seTTÌ; ehe poste 
yszo abbiamo A^i , ^i=do, Razzio , ec. » e quindi je czF.x , 

e perciò la funzione arbitraria i^x è ciò che diventa la quanti-- 
tk z , quando vi si pone y=30. Avremo pertanto 

^>y 

^x,y^ XsO JT— i,a ^^a,o f 

eioè ner conoscere il valore di z ^onvertò che sia data tvit'ia 

la prima linea orizontale della serie. Se invece dì porre 

z zsia^B^^ avessimo supposto z zza S^^" avremmo otto» 

^x,y ^ . ^>y "^ ; 

liuto r integrale sotto un'altra forma , e la funzione arbitraria sa- 
rebbe stinta eguale al valore <|i « . ^ V^^^^ ;yr^^ *. ® questa 

forma converrà adoprare , quando é data la seconda linea orizon- 
tale della serie» e così in seguito. Ma se son date le linee verti- 
cali, in tal casor in vesce di svolgete la quantità ^ tornerà me* 

glio di ridurre in serie il ya^re di a jjerchè la funzione arbi- 
traria dipenderà allóra dal valore di z f quando ' otsix) , cioè 

dallft prima linea verdreale defla sèrie. f .« 

Sia data per esempio ta serie 

I , I » I j I * « , I ,t ce. 

O y I , a , 3 , 4 9 S , ec. 

o , o ^ I , 3 9 6 9 1 e> , ecé 

ò , o , Q , I , 4 » 'o , eq, 

o , o 9 o 9 o y I 9 5 , ec. 

ec. 
•ve la prima linea orizontale è tutta formata di unità, e la pri- 
ma linea verticale eccettuato il primo termine che è =i è tutta 
composta di aero, e ciascuno degli altri termini è eguale alla 
somma del precedente nella medesima linea, e di quello che 
sovrasta al precedente kiella linea superiore; e si debba trovar* 
il termine generale di questa serie. Avremo Tequazioiìa 



\ 
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-♦-« , e facendo «_ sa* p^ otter- 

remo pz= , e p-^zz» -^-f-y» •' «i^ a «^ -hoc.; e 

quindi 

sc^y jt— y,o -^ a:— y-*T;»o n. • a?— y<*-ji,o 
Siccome tutti i termini della prima linea .verticale, eccettuato 
il primo, sono =o» se nella formala trovata facciamo ae^o, 
avremo 

Wr-t-i) 

qiialunqu^ numero intero positivo si prenda per jr, e quindi fa- 
cilmente SI vedrà essere jS =00', z . cso , e in generale 

M n^^* qualunque numero positivo si prenda per s. Ma 

per ipotesi ^ - è 2=1 , quando j è sera o an numero qaa« 

lunque intero pou ti vo; danqtie avremo il termine generale ri<« 
•chiestJo 

o più semplicemente sommando questa serie 

ar,y j . a . (j:— y) 

Se invece di prendere il valore di § prendiamo quello di 

«ssi-^rr, avremo' ' . ? ; . 

P .,'•■'. 

X /|— I ap(jr— t)\j— a arlr— i)(jr— a) «— 8 

a a . o ' 

e quindi 

z, y=F.y**F.(3r-i)+^ìf:^f'.(y-a>4.ec. 

Facendo .ar=zo avremo z ^^F-y 9 e perciò 

o, y 

« zza -f^jK -H " " "g -4-ec. 

^'7 ^*y o,y— 1 :* o,y— a 

Adesso 9 se ponghiamò y=:o otterremo 

ap,o 0,0 0,-1 a o,— a 



agi -:XTt 



^ ^^jH-ec.zro, e perciò 
^•«•^««nte z ^ =o • E poicbi 
j%9Ctct«ato il caso di «zzo., in cui 



-. :- ? ^ «ri eguale al coeiBciente di z 
^ ^ x,r " 0,0* 

-— - — jT , la qual formula 

^^^^j^ soaata di sopra . 

'^ ^^^ ^^ Mll'esttDkpio precedente abbiamo risolato il 

"^ "^^ ^ si cerca il niunero delle combii^azi<mi , che si 

- - ^^^" ,*•<(»<'•■ * Q«iantità prendendo in 'Ciascana.combi-f 

••^"""'* ,*, !itt***^ / ^^"*^ medesime. Siano date infatti xquan- 

'"'*■**> wt, •«'.'» e «i^ B il numero dell^ combinanoni , 

^ j ^(gr^ Ars con y di queste quantità , è chiaro che qu^' 
*' ^a^»ijw«i comprenderanno tutte quelle , nellit quali en- 
^"^ \ iniir*^^ •♦ • tutte quelle che non contengono a. Bla il 
^'■^ i^^^Tj^k combinafioni, neWe qùalfentraa. è zzx . 

^c«^ '^'^ • rimangono «— i quantità, delle quali se ne pren- 
^o^ ^'*** ^ ^ ^^ numero delle combinazioni , che non contengo* 
"*"^^>Si IV* ^'^'*^'^* ^^l^**"^^ l'^^^azione 

S»-^. ^ , -^-^, ^ > ^ * valori assunti di z . 
^ sono U^oì» che convengono al caso delle combinazioni. 

186. 

In questo esempio fortunatamente i valori della funzione 
^ corrispondenti ad y negativa sono tutti zero, e perciò il 

^1^ di z riesce finito. Ha quando ciò non succede, il va- 

hki^ di z tit)vato col metodo precedente sarà espresso da 

lina serie inhnita. Per rimediare a questo inconveniente il Sig^ 
1/^ la Grange ha immaginato un'altro metodo^ i principj del 
uuale ai)drenio esponendo. Se nell'equazione 
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% rras -hìz h-cz , ^, j 

facciamo x ed j^=:i, avremo 

^ ' I, J 0,1 1,0 0,0 

E così pure facendo xzz2 ed ;^:=:i> o :r=i ed jcra troveremo 

A,I J9I 2,0 lyO 

lyA O9A 1,1 o, I' 
e sostituendovi il valore di z ricavata dall* equazione (i) 

otterremo z e 2 espressi nella forma eseguente 



(a) z =aìz -^iz ^H-ci« ^-i-rfjs 
^ ' a, I 0,0 I > o a, o o, I 

^ ' 1, a 0,0 1,0 o, I o, a 

Continuando l' operazione nella medesima manient avremo 
z così espresso 

^» y 

^>y o>o 1,0 a,o XfO 

0,1 .o,a o,y 

e questa formula ci darà l'integrale della proposta composto di 
un numero finito di termini. 

Per determinare-ì '^oei&eienti j4\ -^^ » > , ec. , ^ ' ^ >' «0. fac- 



ciamo z z=a 0'^ y ove a e B son costanti, ed avremo 

x,y ^ ^ f' - 

e tra a e. P avrà luogo Tequazione 

«^/?3^=aa*^'^3^.^^^/?^-;H^«^-V^~*, cioè 
a^=::ai?-f-£«(-»-c • Se adunque nella equas^ione (^) ponghiaroo in 
luogo di p, il suo valore in a, essa diventerà identica , e dal pa- 
ragone de'diversi termini potremo determinare i coefficienti A , 
A^^^ , ec.,-£^'.>, ec, come mostreremo- i^eH* esempio seguente. 
Ripigliamo l'equazione z^^ y=F^_, ,y"^^ar-i ,y-.i ' ''.* 

avremo aj9=::^-Hi , ed a=:i«i-3-. Se in luogo di <si^ sostituiamo il 
suo valore y l'equazione {A) moltiplicata per ^diventerà 
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Paragonando i termini avremo prima B^^^zzi, B^" 'z^x ^ 
fi^ 'zzi ■ " , e generalmente 

J5\y '=-L^ — 2 S U; poi A^ '=0, -4^ ^=0 fin« 

i . :2 . . . . i 

ad ^* "^ '=ro, ^' "^^m , ed il paragone degli altri ter» 
mini ci darà gli altri valori. Ma questi pi^ facilmente si otter- 
ranno nel modo seguente: si differenzi Inequazione {^A) per rap> 
porto ad a e /? , ed avrassi 

Pon^hiamo in questa equazione i\ vaiate precedente di a'j^ , 

Sruelii di o^ e di d^ ricavati dall' equazione a^z=^-i>i , e tolte le 
razioni ewa prenderà la forma 

^xA - xAi' U-xj^Ì' )«« -x/'^'^a.f^ 

— BCJ^— aB<»)j?« —vB^y)^ 
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Siccome questa eqnMiione dev' essere identica, dal paragone del- 
le diverse potenze di a avremo 

ec. 
e quindi Az z^^'*'' BÌO, 54(0=2:2:^, ^«)g ^~f~'^ ««). ec. 

E poiché abbiamo trovato £<">= f - - - \ — £«^j. j^rà 

'^ I . a . . . . (>•— i^ 

•^ i.a....(/-i) ' ^ - *.a....tr-i)~' ^ 

neralmente ^ (^)=:, (^~-- ■)<—">- -<f-^^-*-^» , Onde T in- 
tegrale dell'equazione proposta sarà 

jr,y x^j,o / d>y-i,o a jr^-A»o a . . . (a:— >^) 0,0 

o,y o,j-i a o,y-a ^ a . 5 , . . (j^i) 0,1. 

187. 

Il Sig. Je /a Place per integrar T equazione 
• B s:a z -H^ is H-c , 

ove a ,j h , e e sono funzioni date di x. si' serve del meto- 

XXX 



do seguente. Posto aizzi ^ ed a?=:a T equazione proposta ci àk 

(l) B — «"^JB /Zsh Z -HC 



a? —a « 

a, j ^ a^jr— I a i,y a 

Da questa seconda equazione si ricava 

a,y— 1 a a,y— a a i,y— i a* 
e quindi 

a,y a a,y^i i^ a,yi a a,j^a' a^ i,y i i,j-i' a^ r* 
ò sia 

^ ' a,y a a,y— i a a,y— a 1 a o,y a 1 *^a^ i»* 
ove a! , a" son tali, ebe la quantità m^^^ m-^^ ba per 

fattori m^"^ ed m— ^^ • Similmente facendo jr=3 avremo 

I a 
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3,y 3 3,y— I 3 a,j S, ^ 

e da questa ricaveremo s^ —-^«Zo ^_^ 

a^ 3,y— I ; 3 3,y— a^ a^ 3,y— a. 3 o,y— 3' 

=:& i i « -f-ec. , cioè 
I a 3 o,y ' 

<^^ ^3 ,y^ 3*3 ,ywi-*''3^3 , j-a^'''3^3 ,y.3===*i *a Vo ,y 
ove sarà /»«— 6'^/»* — é"o /w— i'"« =(/ii— a )(/»—« )(/»— ^jj) . 

Continuando nella medeaioia maniera giungeremo 'finalmente 
all'equazione . . . ,. 

Ix) Z — /» Z —Il z — /> « aT-éc.»/ , 

^ ' :r,y X jfj-y— I a? a7,y— a -'^ar ar,y— 3 ^^y 

ove sarà A^—/n i*""'— /i A^""*— ec.=(A— a )(A— a )....(A;— a )• 

Conosciuto il valore di u potremo nella eqùassione {x) 8up> 

porre a? costante, e quella diventerà una equazióne a differenze 

finite ordinarie con i coe£5cieuti costanti . E siccome a ^ a > a^ » 

I 2 o 

ec. son le radici dell'equazione k — /» k "^ — n k "" -ecrS—o» 

^ XX * 

r integrale della proposta sarà della forma (i8i) 

X yj X \ X % X 9Bi XyJ 

Se adesso sostituiremo questo valore di z nella proposta , 

essa dovrà riesci re identica , e dal paragone de' diversi termini 

ricaveremo tant' equazioni , quante sono necessarie per determb 

(i) 
nare le funzioni C , C , ec. 

. X X ^ 
Rimane a trovare la quantità u : a quest'oggetto si o^ 

servi che l'equazione (x) ci dà 

h z =ft \m z ' -f-n z -i;-ec.)-HA u , 

X ar-i,y x^ a>i a:-i ,y-i :c-i j>-i,y-a ' x x^i^y* 

e se in questa in luogo di z , z • ec. sostituia-^ 

r X , ^ a:— i,y' :Xr^i,y— i' 

nio i loro valori presi dalla proposta avremo 

« > — z (/w -+-0 ) — ^z - \ In -*a /» )-^ec% 

^»y «>J"-» ^— I *'. <a?,.y-^a^ a?-*i a? JC-^^i' 

sai fi -HC (i-^/n '— » -^ec,)» 



' ) 
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e dal paragone di questa con' F equazione (x) dedurremo 

m zzm -4«a . n zzn —a m , ec. ; dalle quali equa- 

X a?— I X X X— I X ^— J ' ' ^ n 

zioni 8i potrebbero ricavare i valori di m , (^ »cc. > se noa 

tornasse meglio di trovarli col metodo precedente ^ e poi per de* 
terminare u avremo T equazione 



u zzù u H-c ( I— /» — /i — ec.) , 

x^y X ;c— I jjr x^ a?— i a?— i '* 

la quale a motivo di u zizz ci darà (170) 

^ o,y 0;iy • ^ '^' 

(i'^^m —71 — ec. 
« -4-S.r 7^ ^ e, \. 

Questa integrazione suppone, che siano dati i valori della 

funzione z quando ^i=c, cioè, che sia data. la. prima linea 

■•^»7 ^ . . . ' ■ ^ ^ 

verticale della serie . Alcune volte questi valori formano una se- 
rie ricorrente, in modo che sia 

z -^hz "^iz — ec.szi 

o,y o,y— I cy—a 

essendo A, i . ec. ed l quantità costanti,. In tal caso dall'equa- 
zione 



z —a z :iio s ■4-ec* 

i,y 1 i,y— I I o,y 

dedurremo quest'altra 

ove sarà i i 1— ec.z=(i i— ec.Vi ^Ve simil- 

mente operarìtìo come sopra giungeremo in fine all'equazione 

z :^m z H-/1 z -4-ec.-4-*u 

x,y X a?,y— I x x.y^fìk '^"^ 

m n 

y X x 

ove sarà i— — r — tt— «e. 

= (i-j-^.-ec.)(.--i). ... (,-^), ed «^ sarà data* 
dall'equazione 

4Ò quindi, siccome u zìi y sarà 



y 
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tt =Ì i. . , . i |/-h2.7 7 — -^ , '■■<? |. 

I a a:-*-r ' 

Siano datf per esempio le due equazioni 

A motivo di fczo-y e e =30 ayremo 2« =:o , e quindi 

z zzìn z «f-T} £ ^ec. • 

x^y X rF,j— I X iF,y— a ' 

X X 

e siccome ,U cadici deir. equazione i*— -r- — j^— «ec.iro sono 
1 y a , 3 y .#. • • OH-i y. Tintegriile della proposta saia 

XyJ XXX X ^ ' 

Sostituendo questo valore nella proposta troveremo 

XX X • • X ' 

ap— .1 37-1 ir>-i a:— I 

e qjoiiQdi fara^ojigndo t termini 

X ^ ' ,X 07—1 

07 ^ ' 07 or — I ^^ 

^^(a) ^ U) Ca) 

3C^ =(x-4-l)'C -h3C ^ 
0? ^ ' X 07—1 

ec. 
Integrando quest'equazioni avremo C rrdi— « .r— t/ , 

C =5: ; rC , C =dt4-i^-: 4"C^ , ec. , ove 

07 i.a.. (a:^i) l * 07 i\a. .(jr— 2) a ' ' 

il segno superiore si deve prendere quando 07 è paci ^ e T inferio- 
re quando 07 è dispari.. Pertanto sarà 



z 
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o i ^ 

Le quantità C , C , ec. dipendono dai valori di z^ ^ nel 

modo seguente:. primieramente è chiaro essere C^i^z ^ , poi 

se nel valore di z ponghiamo y=0, ed a?. successivamente 

x,y 

=1, a, 3, ec, otterremo 

1,0 O 1 

5b,0 i& O I 2 

a^o a. 3 CI 2 3 

ec. 

I metodi precedenti si applicano airequazioni degli ordini supe» 
rieri, come potrà vedersi nelle Opere citate. In quel poco , che 
abbiamo detto, abbiamo avuto per oggetto di agevolare la lettu* 
ra di quell'Opere eccellenti. 

CAPITOLO XI. 

Del Calcolo delle Variazioni . 

188. 

JjLbbiamo insegnato nel Calcolo Differenziale il metodo per 
determinare i punti di uqa data curva, ne' quali una funzione 
delle sue^'coordinate diventa massima o minima . Ma quando si 
cerca tra tutte le curve quella , nella quale una data formula è 
massima o minima^ i prìncipj ordinar) sono insufRcienti per ri- 
solvere questo problema. I Geometri del secolo passato hanno 
date alcune regole per riescire in questa ricerca, le quali ridotte 
molto più semplici e più generali sono state dal Sì^.Euler espo- 
ste in un Opera particolare, che ha per titolo Methodus inue^ 
niendì lineas curvas maximi minimive proprietàte gaudentes* 



V 
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Ma r ultimo compimento a questo ramo di Scienza è stato dato 
dal Sig. de la Grange con T invenzione del Calcolo delle Varice 
aioni y i principj del quale adesso esporremo. 

Data una curva qualunque CME (Fig. io) riferita alle 
coordinate APz^ioc e PM:=:y yhe restando fisso il valore dell'ascis- 
sa AP aggiungeremo a ciascuna ordinata PM una porzione in- 
finitamente piccola Mniy ne nascerà una nuova curva cme infi- 
nitametite poco difFerente dalla data CME, e le rette Mm si 
chiameranno variazioni delle ordinate PM, e la porzione curvi- 
linea CcmeE sì dirà variazione dell'area BCMED e pe( distin- 
guere queste variazioni dai differenziali ordinar] , gli denoteremo 
col segno ^, in modo che dy sarà la variazione di y. La nuova 
curva cme è quella, in cui si cangia la proposta, allorché infini- 
tamente poco si varia la relazione tra le coordinate a? ed y. Se 
supporremo, qhe tutti i 5j,(CÌoè tutte le variazioni delle ordina- 
te abbiano tra loro un certo rapporto , la curva cme sarà deter- 
minataj onde per rappresentare generalmente tutte le curve j 
nelle quali può variarsi la proposta, dovremo riguardare tutti i 
8y come tra loro indipendenti • Abbiamo supposto che varj la 
Sola y , éche la x si mantenga costante, ma alcune volte è ne- 
cessario di dare una variazione anche alla x. Se per esempio 
(Fig. Il) tanto la curva data, che la variata dovranno esser si- 
tuate tra due curve Ce, Ee\ in tal caso l'ascissa AB corrispon- 
dente al primo punto C dovrà avere la variazione Bb , e l'ascissa 
AD corrispondente all'ultimo punto E dovrà avere la variazio- 
ne Dd, Quindi per esprimer generalmente la variazione di una 
curva, noi porremo che tanto la x che la y varino respettiva- 
xnente di dx e Sj, ed in quei punti, ne' quali o l'ascissa o l'or- 
dinata non dovrà variare , faremo poi o donzo^ o dyzno , Da quel- 
lo, che abbiamo detto, apparisce , che le variazioni sono affatto 
diverse dai differenziali , perchè mediante il differenziale si pas- 
sa da un punto ad un'altro infinitamente prossimo della mede- 
sima curva, e mediante la variazione si passa da un punto di 
una curva ad un punt,o irifinitamente prossimo di un'altra qua- 
lunque curva . Nella medesima maniera , data una superficie 
curva tra le coordinate x, y^Zy avremo la superficie variata, se 
in luogo di ar, y, z porremo respetti va mente arn-Ja?, y-^^y , 
z^z • Generalmente per aver la variazione di qualunque fun- 
zio,n^ d^lle variabili ^, j, Zj ec. bisognerà porvi x^8x in luogo 
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di a^y^^dy in luogo di y, z-^zìiì luogo di js, ec, e sottrarre da 
questa quantità là funzione proposta. Questa è la medesima re^ 
gola, che si usa per trovare i differenziali: quindi il differenziale 
dì una fun?ione si cangerà nella tua variazione ^ se in luogo 
di d vi si porrà d . 

189. 

Sia duzzu'^'Uy e ftarà dduizzSuI — Su\ ma per prendere il dif- 
ferenziale di du bisogna porvi u! in luogo di u, e dalla quantità 
che ne nasce sottrarre du : sarà dunque ddunSu* '•^durzddu y cioò 
il differenziale della variazione è eguale alla variazione del dif- 
ferenziale. Quindi sarà dd^uzndSdurzd^Su^ 
Sd9uzzddd^u=ui^8duz=d^duy ec, cioè il segno della variazione d 
sì potrà porre in qualunque luogo tra i segni del differenziale. 
Se prendiamo la variazione della quantità fV avremo 
»/r=/(r-4-jr)-/r=/»r, cioè la variazione dell'integrale è 
eguale all'integrale della variazione|. 

Ciò posto si debba trovar la variazione di una funzione 

qualunque V delle variabili ar, y, z ec. , —-sy,^^^^ , i^^^ > 
dz dp\ dai «. 

dVzzMdx-^Ndy^ Pdp^ Qdq^ Rdr-^C 
-4-iVirf«-HPifl5pi-4-Qirfjri-f-jRirfri-hec, 
-♦-ec. 

• sarà la cercata variazione 

dVzzMdx^Ndy^ Pdp^ Odg-*- Rdr^ec. 
-♦-iViJz-HPi8pi^Qi8jrj-4-jRi?ri-Hec, 
-f-ec. 



«ve sarà 



^ dx ~" dx^ dj: 

* s^ dp dxddp-^dpdàx ddp'^qddx 

^ dx"^ dx^ "" dx 



m. fi^3_^.^ ddq-^rddx 
"" rf»""" dx 



ec. 
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ed una timil forma ayranno i valori di dpiy dqi^ ee. 

190. 

Essendo V come sopra, se dovremo prender la variazione 
della formula integrale ff^dx ^ avremo dfVdxz=f9(ydx) 
z:if(dxdV-^Vd9x)\ ma /r</?x=^r—/aF»x , dunque 
Y^ 9fVdx=Vdx^f{dx9V-^iFdx) , cioè 

df Vdx= Vdx^fN(dxdy^^y9x)^fP{dx9p^^pdx) 

^fQ{dxdq^^qdxy^e.c, 

-^fNì (dxdz^zdx)^fP ì{dxdp i--«f/^ i9j?)-4-ec. 
-4^ec. 

Ponghiamo dxdy''^ydx::^adx , e prendendo dx costante avremo 



dx9p'^pdx:^dy'^ddx'^pdxzzd{dy'-^pdx):zuta 

dx8q-^q9x^d9p^d9x'^qdxz3d(9p'^9x)::i:''^ 

ec. 
e similmente facendo dx9z^^z9x:rzpdx troveremo 

dx9pi^-^pi9oihDd^ ^ dx9qV'^q\9xzz~' y ec. , sostituiti i quali 

CiX 

valori sarà 

9JVdx=zV9x^r{Nadx^Pda^q^'k'efi\ 

-^fflVi^dx^Pid^-k^i^^ec^ 

-t-ec. 
Ma integrando per partì abbiamo 
fPdwtzpQ^fa^dP 

d^R 

ec. 
e la medesima riduzione si applichi agU ^altri termini dipenden- 
ti da z . Dunque otterremo finalmei^t# 



/pdigf^ d^a dR da d^R^ ^ 
dx^'^ dx^ dx* dx'*' dx^ ' -' 



/ 
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V dx dx* dx» r 



ec. 



(O— — \^ 

^ «b: /dx X 

-t- (jR— ec. y 



èli 

}dx^ 
-♦-ec. 



(p.-^^*».),. 

(<?—)! 



-#-ec. 

Se chiamiamo ^ la quantità , che è sotto il segno integra- 
le, e 9^ quella che è fuori di questo segno, avremo 
^/Tirfar=i/Y-*-^-4-cost. , ove la costante si deve determinare in mo- 
do, che svanisca la variazione al principio dell'integrale. Se 
dunque ponghiamo che sia (fi il valore di (p al principio dell* in- 
tegrale, avremo cost. rs— ^', e quindi 9fVdxzzf^'-¥'(p-^' . Ades- 
so se chiameremo 4)" il valore di <p corrispondente al fine dell'in- 
tegrale, avremo tfVdtx::^f^'¥^^^^^(fi . In seguito supporrò che 
siano x\ y\ z\ ec i valori di a?, y, z, ec. corrispondenti al 
principio dell'integrale, e x" ^y'\ z*\ ec. quelli, che corrispon- 
dono alla fine del medesimo, e generalmente segnerò con un'api- 
ce le quantità relative al principio 9 e con due quelle, che ap- 
partengono alla fine . 

Se la funzione V contenesse le quantità x\ y\ a?', ec. , 
x'\y^\ z*\ ec. appartenenti al principio e alla fine dell'iirte- 

graie, ed i rapporti ^r=y', ^=? , ec, — zzpi\-j^=qi ,ec., 
-j^=y'^,ec. , -r-7,=pi", ec., siccome anche queste quantità 

4ÌX dX 

hanno una variazione, 9 F conterrà necessariamente de' termini 

di questa fofroa^«x'-f-B*y'H-C»«'-i-ec.-4-2?>;r"-4--B>j''-^^**"-*-ec. 
-4--/ii^VjBi^i'-4-ec.-*-jDi5jP"-f^JBi^i"-#-cc. Quindi la quanti- 



y 
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tà fdxdV conterrà i termini Sx'fAdx^'^y' fBdx^dz'fCdx-^ec. 
^dx''rOdX'^dyyEdx^dzyFdx^eo.'^dp'fÀvdx^dp l'/Bidx^ec. 
^dp'jDidx^pL"fEidx, ec, i quali termini dovranno aggiun- 
gersi alla variazione precedente. Onde se chiamiamo {A), (B) ^ 
(C),ec., {D),(E). (F),ec., (^i), (Si)\ ec. , (Di), (£1) , ec. 
ì valori degl* integrali precedenti y^rfa? , ec. presi da x::ix' , \ 

y^=:y\ z=iz',ec. fino ad x^ix'\ y^^/'. zzzz", ec. , l'intera va- 
riazione di fVdx sarà espressa daUa_formula 1 



— ec. 



[[D)^ r ']»a?"H. (P"- -^ -4-60. )a"H-(£;) V-+-ec. 



(Q"-ec.)g;H.(i?i)V'-*-ec. 



•+-ec. 



J9t. 

' Sia proposto di cercare, quaUesser debba la relàzionre tra 
ar, y , js, ec. , perchè la quantità fVdx' sia OGiassima o minima; 
converrà porre dfVdx^o . Ma questa variazione essendo compo- 
sta del termine yn?" , il quale ha rapporto a tutti i valori interme- 
di di or, j, z, ec. , e di altri termini che si riferiscono ai soli va-« 
lori estremi, siccome le variazioni relative a ciascun valore so- 
no indipendenti tra loro, bisogna primieramente che la quanti- 
tà f^ sia =0, poi devono svanire gli altri termini, che appar- 
tengono all'estremità dell'integrale, E poiché y*^ contiene tut- 
ti i valori di "^ dalTuna all'altra estremità, i quali valori sono 
tra loro indipendenti, perchè sia y^zzo, converrà che sia egua- 
le a zero ciascun valore di ^, cioè dovrà essere ^ziro in tutta 
l'estensione dell'integrale . Ora essendo ^zzo una equazione del- 
la forma 'yia-i-^a^-+-ec.=:o, se le quantità a e /? ec. saranno tra 
loro indipendenti , cioè se non sarà data alcuna relazióne tra 
07, y, ;5 , ec. , dovrà esser separatamente ^izio, ^ano , ec. Quin- 
di nel caso del massimo o del mìnimo avremo per rapporto alla 
variabile y l'equazione 
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ed un'altra simile eqnaziofip per rapporto alle altre yariabili , 
eccetluata la ^. Di più avremo questa aerie di equazioni detei^ 
minate, le prime delle quali appartengono al principio, e le al- 
tre alla fint^ dell' integra le, 

(a) [(^)-F']>x'.(P'-^H-ee.)a'^(B)J/^(Pi'.ecO^V(Qaz^ 

eo, 

(ai) tr'H.(D)Kx"^P"-^'-Hec.)«';^c.=o ' 
(il) (i?.)VV(Q"-*c.)g7-Hec.=o 

(ci) (i?"-ec.) ^p77-*-ec.=o 

ec. 

ove l'equazione (a) contiene le variazioni relative al principio 
dell'integrale, l'equazione {b) quelle che appartengono al valor 
prossimo, in cui x^y^z^ ec. sono respetti yamente eguali ad 
a?'-f-fl?x', y'-^y'^ «'-♦-Irf^'/èc., la terza comprende le variazioni 
ohe appartengono al valore seguente, ec. e iie abbiamo fatte 
tant' equazioni separate a motivo, che le variazioni di ciascun 
valore sono arbitrarie, e tra loro indipendenti. 

Ma se è data tra le quantità or, y , z, ec. una relazione ta- 
le, che sia y#rfar-4-Bfl/yH-CrfiS-4-ec.=:o, mutando la caratteristica 
d in 9 avremo Adx^hBdy^^dzH^c.^zo ^ e quindi 

B C 

dxzr. — -j?j— — J;s— ec. L'equazione Yio-i-^a^-i-ec. 

r=^i(8y— jpJa7)-#-^^a(Jz— ^i5a?)-Hec.:=o sostituitovi il valore di dx 
diventerà 

[(A'^Bp)'^\^Bpi^z^^c.^dy'¥Ì(Ar¥€p\)'9Q^^Cp^ .]9z-f.ec.=:o , 
ed in loogo dell'equazioni ^i=:o, e Ta=zo, avremo le seguen- 
ti (^-i-flp)^i-+-5/?r^a*^ec.=:o, (/4-f-C^i)^a-f-C/?^i-«-ec.=o, ec. 
In generale bisogna ridurre le variazioni dx^ Jj, ^«,ec. al mii- 
nor numero possibile, e porre poi eguale a zero il coefficiente 
di quelle, che rimangono. 

Tom. IL 38 
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Lo stesso deve dirsi rapporto air*6c[ua7Ì0Ri determinate (a), 
(&), (e), ec. , per mezzo delle qitalì si deve soddisfare alle condi- 
zioni datar. 8e per esempio vi è la sola condisione che la eiirva, < 
nella quale fVdxé un inasaimo o un. minimo, aia.términata a 
dti» e«rv9 date» a irisarva delle variazioni '$ir% « ìy^ apparteneii^ 
ti al primo punto della curva , che devono avere; una relaraone 
espressa dall'equazione ^a) , e delle variazioni ^ap'\ jy spettaa* 
ti al pùnto estremo della curva y la relazione tra le quali sarà 
data 4^11* equazione (ai)^^ t^tte le altre variazioni «aranoo indi- 
pendenti y ed il coefficiente di ciascuna dovrà porsi eguale a ze- 
ro. Se la curva cercata dovrà toccare all'estremità le due curve 
date, in tal caso le variazioni ddx\ ddy appartenenti al secon-' 
do punto i e le variazioni ddx^^ , dd^ » che si riferiscono al pe- 
nultimo punto, deyonp esser tra loro legate respetti^m^ate per 
mezzo dell'equazioni (&) e (/^i)» e lè altre variazióni saranrno 

indipendenti . E così in sonito . 

■-- • • ^ • , 

Per applicare questa teoria a qualch' esempio , supponghia- 
mo che si voglia trovare la curva BracÀiitocrona ^ cioè la curva 
dalla più bfeve discesa^: nel vuoto. Ghiffimiama jr la^coerdinata 
Tisrtieale , ed j e e le ooordìiiat^ orizontali di questa entva^ e 
ptMta zzA Tdltczza, aUa^ quale è dovuta la celerità iniziale, i 
princip} della Meccanica ci daranno la velocità ià qualùn^^ae 
altro punto S|/'a|/'(a?i4^— <r') , ed il teaipo imfMegato a percor- 
rere l'archetto j/(^x*^^»-*-(iz»)=aiJ7j/(i-f^»*^jE^i») sarà " 

= ^^l'^P ^^\/ » « la quantità che deve diventare un mini- 
mo sarà / ^v!^ - ^^ "*Ti' >' Avrenjo adunaue 

a{a?-4-A — x^ 
e quindi la curva cercata sarà espre^a dalle due equazioni 

d P , ' P^ 

le quali iotesrate ci d»aao P 
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, ^„ r . „ , — — «_^t2( , Sarà dunque ^ = ^r£— , e 
1/(07-4-*— a?')^/(i-f-jP*-f-/?i*) pi dz b 

tyzzzax^'k^f cioè la proferitone della ourfia cercata nel piano del- 
le y e js sarà nna linea retta , e y^etciò la turvasarà situata in 
ÙD piano Tertieale. Riferiate^ adunque la.mii^a alle ooordinata 
jT ed ;y prese in qoesfo piano , la prima vertioaley e la seconda 

orìzontale. ed allora / ^"^^ — E^ dovrà diventare un mini- 

mo. E se supponghiamo che h sìa una funzione delle coordinate 
af ^ y del primo punto, in modo che si abbia dhèzh\dx*^hidy\ 
dvretno 9V:=iMdX'^Pdp'^A(hi^\)9x'^Ahì,9y\ oVe 

T |/(a?H-A— a:')|/( y-^p^) 

a(a:-i-A— rr') 
Ciò posto nel caso del mhiiino doVTà essBrè 

oz^f^adx^ih I- 1 ) [Ay Vyx'^iJi2{A)dy^Pu'^r'3x''^'^''a\ 

L'equazione della Brachistocrona sarà dP:^o, onde integrando 



avremo Pzx •*,} ■■ ■» 5=-**-^ • ^ quindi 

^!::: ^ !=: MK^:^r*"i.'^f JL. , ohe di nuovo iiàttegcata oi darà 

ys;:^A*c,fK)S.2ZÌuX' — ?tÌ -4-J/{a^♦-A^-^7(^^■^^>^""'*'•^)^ > J* 

^ual* equazione^appa^tif ne alla Cicloide descritta sopra una base 
orizontale da un cerchio, che ìia il diametro ziuié 

L'equazioni relative al primo e all'ultimo punto della Bra- 
chistocrona sono , 

( a ) (r-(^(Ài-i)-^)ax'M-(-L-(^)Aa)9/=:;o 

(ai)7 F'- zi V^"-^ 4-?j"=*> 

Ln quàtìtìtà f^) è rz all'integrate fAdvi 'pre^o in tutta l'esteh- 
rione Apiìs^ cutva^ p^t trovarne il vàlòrer si oàsèt-vi, òhe 

d ViriMdX'^Pdp^ÀdùcJk' J^p ; ^tìde sarà 
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fAdx=F^JL^ost: , é quindi (^)=r'-.fl-P^ ZL . 

Se adesso sapponghiamo, che la Brachistocrona debba pat- 
tare per i due punti fissi B e C (Fig. ia) corrispondenti al prin- 
cipio e alla fine della curva, in tal caso le coordinate x' ^ y\ 
af\y** non avranno variazione , cioè 8arà^ar'=o, Sy^zo^ dx^zzo, 
9y=o, e l'equazioni (a) ed (ai) saranno soddisfatte; ma con- 
verrà determinare le due costanti a e b dell'equazione della 
Cicloide, perche essa passi per i punti B e C. 

Ma se Ja -Brachistocrona dovrà esser situata tra le due cur- 
ve date Bb e Ce (Fig. i3)» la prima delle quali abbia per equa- 
aione dyzizmdx ^ e la seconda dyzzmdxy avremo relativamente 
ai punti estremi della curva 9y'zzm9x\ e dy*z=:n"8x'\ sostitai- 
ti i quali valori l'equazioni (a) ed (ai) diventeranno 

(ai) r'-.^*V=^^ 

le quali equazioni determineranno la posizione della Brachisto- 
crona rapporto alle curve date Bb^ e Ce, 

Se per esempio la velocità iniziale dovrà esser costante in 
qualunque punto della curva Bb cocninci la Brachistocrona, 
allora sarà 9A=o, e quindi à 1=0, Aarzo, e l' equazione (a) di- 

venterà V^^^IL^ ^^ — irò, la quale combinata^ con recitazione 

ya ]/a 

(ai) ci dà 'Tn!bznl\ cioè la tangente BT condotta alla ctirva Bh 
nel principio della Brachistocrona dev'esser parallela alla tan- 
gente Ct condotta alk curva Ce nella fide della medesima. 

L'equazione (ai) sostituito il valore di Vzn ^^ ^ <^iventa 

PV^^ ; . 

-TT—H/i'— o, e ci avverte che la Cicloide deve incontrafe la cur- 

va Ce ad angolo retto. Poiché p'^ ed ri' sono respetti vamente 
le tangenti degli, angoli, che la Cicloide e la curva Ce formano 
con la x^', e quindi la, t^gente dejll* angolo formatp dalle due 

curve è ^ ; ma i-f-»;'/?"»zo,, dùnque la tangente è iofioi- 

ta , e r angolp perciò retto . 
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Se supponghìamo che l'altezza h dovuta alla cìelerità ini- 
ziale sia zzj;' , avremo Aj=:i, /t^z^o, e reqaazion#(a) ci darà 

>^—J— -#-—-- =o, cioè -7 -♦-/n'=:o, e T equazione (ai) rimarrà 
|/a l/a ^ p' 

la medesima di prima. Quindi la Brachistocrona dovrà in que- 

ito caso incontrare ad angolo rette le due curve Bb e Ce • 

193. 

Passiamo a cercare la variazione della formula fVdx^ in 

cui, oltre le quantì:tà Xy y^ p^ q^ eCy V contenga un'altra 

formula integrale yFicJjp, ove sia Vi funzione di x^y^p^ y,ec. 

S\fxWz=LìifV\dx^K,o^^iK^iM^X'^N9y^PtÌp^^q^k-'%ii. e 
5F'j=:JW"i^jF-h-iVi^y-4-Pi^^-*-Qi*y-i-ec., e sarà 

9frdx=Vdx^f(dxdF'-^Vdx) e siccome dV=LVidx-^K, la 
quantità f(dxoV^^Vdx) diventerà 

]lLdxJ\dxdVi'^Vidx)'\^f{dxdK'^Kdx) . Ora in luogo di 
f[Ldxf{dxdVi'^Vidx)\ possiamo prendere 
/Ldx.J(dxdl^i'^Vi9x)'-^j[/Ldx{dxSV'ì'^V'i8x)]e se chiamia- 
mo (L) l'integrale fLdx preso in tutta l'estensione della formu- 
la fVdXy e ponghiamo {L)'^/Ldx:r:m ^ a motivo di (L) costante 
quei due termini si ridurranno 9Afm(dxdVì'^Vkdx): sarà per- 
tanto dfVdxz=,Vdx^fm{dxdV\^^Vidx)^J\dxdK^dKdx) . Ma 
ponendo andy-^p^x abbiamo di sopra trovato /{dxdK'^lidx) 
\ cosà espresso 

pi ^r dP à^O \ . 

e similmente troveremo essere fm{dxdVi^^Vi9x) della forma 

r ^« dmPì d^.mÒì \ , 



/(■ 



. n d mQi V , ^ .da 

(mPi r-^— -♦-ec.)a-4-(/wQi— ec.)-T--*-ec. 



Dunque se facciamo iV-f-wiiVizriV» , P-*-/»Pi:=P' , ec. 
avremo 

9fFdx=coBt>*-f(N' - ^ *,^ -ec.)«rf« 
^r>xw.(P'-^+ ec.)cH.(Q'-ec.)^ +ec. 
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Se anche la fermuk jVvdx conteoeise un' altra formula 
jntegralp fH^xdx , ove fosse 
*Fair3faox-HÌVa8y-*-Pa8^-»-Q2Jjr-t-ec. , ponendo 
tVi'zzLtdfVT.dx^Ki avremo dxWi-^ViÌ^XSLtdx9fVnJa: 
'^LìdxV^dx'-^^xSKì^^K ì9x ; ma - 
9ff^2dx:nV!^9x^h/\dxdVsk'^Vsbdx) ; dunque 
dxdVi'-^dVidxzzL\dxf{dxdVfi-^Vi9x)'^x9Ki'^KiÌx . So- 
stituendo questo valore nella formula 
9fFdxzzV3x^/m{dxdFi^^Fìdx)'^/(dx9K^^K9x) otterremo 
dj Vdxzi Vtfx^f\mL I dxf(dxd Fa— e/ V2Sx)\ 

'^frn(dx9K\^^dKidx)'^f(dxdK'^K9x)^ ove ponendo che in- 
tegrale /mL i^:r preso in tutta l'estensione Sìa idljnJLi)^ e fa- 
cendo {mLì)'^JrnLidx:rzmi potremo porre il termine 
f[mL\dxJ\dx9V^'^V%9x)'\ sotto la ioTm^fmi(dx9V%^V^x)* 
Quindi ponendo iW^iVi-w»iiVa=iV* ' » 
P'^^mP i-^miPxnP^ ^ , ec. , avremo 

J/'FrfjT^zcost:-*- / f iV' ' — -g H- '' ^^ — ^ec. jflkte 

^FJar-+-(P' ^-£^J.-^c.W(Q' '-H5e.)^-4-ec. 

194.' 

Un problema generale , che comprende tutti ì precedenti , 
^ questo: trovare la variazióne di una quantità qualunque o , al- 
lorché o è data da una equazione differenziale (pzzo tvsi x , y 9 

do àoì n -I 

1?, flr, ec. o , -j-=:oi, -r— -=»a , ec. Ponendo 

dx dx 

9(fi=A9o^B9oi'^C9o±'+^c.'^M9x'^N9y^P9pH^Q9q^^c. , ed 

«s8'j-^j4?, ji::=9li— tfiftr avreino 

dx9y:zzadx'^y9x , dw9fi::2do^^¥^9x ^ dx9q^ -^ '^q9x , ec. , 

e similmente dx9o^:xdX'^o9x , dx9oi'zsdx-JHÌoi9x ^ 

dx9o2,i:z—^ -Wf'a^x, ec. ; onde otterremo 

dx9<pz:zozzAndx'^BdK'^C -^ — i-ec.-HÌVWa7-HPrf6t-M5è. 

e poiché -^4tìM-J5rf»i-i-ec.-4-Mi/a?-4»eG.=:rf(^=:o , conseguiremo 
r equazióne' ^ 
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dx ^ ùx 

Qaesta moltiplicata per ^ ed integrata ci darà 

/^(A^dx-^Bdn^C -^ -»-ec.-f-AWa;-*-Prf«-f-ec.)=cost: , 

la quale mediante rìntagiasioiie pet parti ai potrà ridurre allit 
forma 

/[AiM^Nio^dx-^But-^Ci ^--♦-Z?i-r-TH-ec. 

"^ ^ il 

ove sarà 

J A^ d.B9 i^.CV -- -^-^ 4?/^ rfa.()^ 

AizuzAi T >-■ ^ ^ — ec. iv i=ìVt— 5— -h -^t^^^^ — -♦-ec, 

dx dx^ . dx dx» 

dx dx 

CizzC*— ec. Qj=Q*— ec. 

ec, ec. 

Adesso siccome possiamo prendere "^ ad arbitrio » facciamo 
Ai:zz<Of e dovremo determinar "9 dall'equazione 

.^ d.B9 d».C9 

dx dx» 

Quindi segnando con un'apice le quantità relative al principio, 
e con due quelle che appartengono alla fine di (p^ avremo 

L'integrale dell'equazione Ai^do conterrà tante costanti arbitra- 
rie , quante sono le quanti A A 9 B ^^C, ec. meno una, le quali 
costanti potremo determinare in modo , che svaniscano le quan- 
tità Ci" , Di" ec. , e fatto ciò avremo 

Bi"d9";::z^/7>fiadxH'Bi"oi''8x''^Pi'W'^Qi'^^^^ 
^BjW-oì'9x')'*'Ci'^^c.^PìW^q: 



Nel caso del massimo o del mìnimo sarà 8o"=so, e quindi avre^ 
mo primieramente Nizze ^ la qual'equazione ci darà la curva 
cercata , allorché vi sarà posto il valore di ^ ricavato dall'equa- 
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zione ^1=0 ; poi ayremo al tr* equazioni apparfenenti al princi- 
pio e alla fine della curva . Questo metodo suppone T integrazio- 
ne dell'equazione AiiizOf che per lo più non si saprà esf^gnìre, 
ina si può anche far di meno di questa integrazione, poiché ba- 
sta che si elimini ^ dalle due equazioni ^izro, ed iVTiiso, e 
l'equazione, che risulta dalla eliminazione, sarà quella della 
curva cercata. Neil' integrare però quest'ultima equazione biso- 
gna ricordarsi di prender le costanti in modo, che ne risulti 
Ci"=o, Z>."=:o,eo. 

Si debba per esempio trovar la variazione di fVdx ^ ove V 
è data dall'equazione dV-k^Kdxzio ^ essendo K funzione di jr , 
y ^ py qy ec. ed V . Facciamo y^<afa7Zie , e sarà Piroi , 
dV::zo2,dx 9 e quindi ^zzoZ'^K ^ e poiché (p non qontiene 0, sa-^ 

2 — ) , C=:i , iJzro, ec. ; onde per determinar ^ 

avremo 1 equazione ——3 — -h ^ ^ =0, la quale integrata 01 

dà ^rze-' ^(o-i-J/è"-' dx). Se supponghiamo, che H sia 

il valore di fe^ dx preso in tutta l'estensione, avremo 

'^"^ze-^^'^^ia^H). Ora abbiamo Ci=^, I?i=o, ec, e perchè 
C*" sia r:o dovremo fare '*'":=o, cioè a-+-4i!fco, ed a:=— éH". 

Pertanto posta &=— r sarà "fz^e^^^^iH^fe^f^^^dx), e l'equa- 

(f.P^ d^ O^ 

zione del massimo o del minimo N't'^— — «♦■ ' c esso. 

' ■ -* dx ax^ 

195. 

Fin qui abbiamo cercato fra tutte le curve quella, nella 
quale una data formula integrale fVdx diventa massima o mi- 
nima. Alcune volte si cerca questa curva non tra tutte le cuiw 
ve, ma tra quelle soltanto, nelle quali una o più formule inte* 
graliyFifl^a:, fVfidx^ ec. si mantengono costanti. Questo secon- 
do problema si riduce facilmente al primo; infatti se prendendo 
una costante qualunque a cercheremo la curva, nella quale la 
quantità fVdX'^afVidx è massima o minima, è.chraro che la 
medesima curva sarà quella , in cui fVdx è massima o minima, 
ira tutte le altre curve, nelle quali fVìdx è costante. 

Si cerchi per esempio tra tutte le curve della medesima 
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lunghezza quella, che nella sua rivoluzione intorno alleasse del- 
le X descrive una superficie massima d minima. Sarà 
fd3c\/(i^p^) la formula, che si mantien costante, e 
Jrdan/(i'^p^) quella, che deve diventar massima o minima. 
Facciamo S/J/a?(j-4-o)|/'(i-*-/?*)=o, ed avremo per la curva cer- 
cata l'equazione Ndx^Pzzo. cioè rfaflL/(i-f-2?*W-i2! ìE^zzo . 

dy . 
Questa equazione post^o — in luogo di dx diventa 

— y^ m^l(i^^Y)d. , ^ =o, e facendo , ^ zr^ab- 

biamo (i-i^»)rfj-M(a-*-y)rfM=:o, ed integrando (o-*-jy)^^(*"'^^)=^> 
cioè a-f.^y=:i|/(i-f3p"), onde si ricava dx:zi ^ 



ed ^=:c-*-Alog.[a-«-y-f-l/((a-+-y)*— A»)]. 

Come nel metodo ordinario de' massimi e de'minimi, cosi 
nel Calcolo delle Variazioni è necessario di aver qualche regola 
per distinguere quando ha luogo il massimo, quando il minimo • 
Ma siccome questa ricerca ci porterebbe troppo in lungo, noi ri- 
metteremo i nostri leggitori ad una Memoria del Sig. le Gendre 
su questo soggetto nella Storia delV Accademia delle Scienze di 
Parigi dell'anno 1786. 



Fine del Tomo Secondo . 
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